GEOMETRIA
DESCRIPTIVA

e
r~
MH\
e
D - "ﬂ‘
,ﬂ
.-""'f

P J’LU_L..---"'
_--"'""'#'.‘I‘I

..---'L

Mﬂ‘







2 PRO LOGO

seguros e innegables que le proporcionen; recordard los principios aprendidos
y que realmente puede aplicar, y, entonces, siguiendo el razonamiento l6gico llega-
ri a la verdadera conclusién.

En esta segunda edicidn se ha intentado que el texto sea lo mds ameno posible.
Cada articulo ha sido examinado de nuevo, comprobado, y escrito con la mdxima
claridad. Para que la referencia sea mds fdcil, se han puesto los subtitulos en letra
negrita, y las ideas claves estdn concisamente expresadas en letra cursiva, sepa-
radas a mayor espacio del texto adjunto. Cada articulo ha sido cuidadosamente
estudiado, y los principios mds importantes han quedado establecidos en forma de
reglas , neo para ser apréndidos de memoria, sino, mis bien, para resumir con el
minimo de palabras posible lo establecido, ¥ para encontrarlos fdcilmente cuando
los busquemos. En forma semejante se ha establecido el andlisis completo de
importantes problemas, con un breve resumen. Y en el apéndice se han adi-
cionado algunas construcciones nuevas,

Muchos dibujos han sido incorporados, otros fueron ampliados o simplificados,
y también otros fueron completamente dibujados de nuevo. Los dibujos dificiles,
o complicados, que requieren una construccién en varias fases, se van indicando
las mismas en forma progresiva, en dos o seis dibujos separados. Las ilustraciones
grificas se han empleado libremente, para mostrarnos los conceptos fundamenta-
les. El esquema de notaciones es sencillo y fdcil de recordar. Una caracteristica
singular es la que los puntos dados se designan con tipo de negritas, para distin-
guirlos de los puntos solicitados. ¥ como respuesta a muchas solicitudes, hemos
agregado dos nuevos capitulos; que son el uso de estas proyecciones aplicadas a
los Vectores, asi como aplicaciones a la Geologia y a la Mineria. Para estos
capitulos nuevos se aplican totalmente la teoria v los principios bdsicos que se
establecen en el texto, y son explicados con grabados vy ejemplos pricticos espe-
cificos. Se han agregado nuevos procedimientos grificos para la solucion de mu-
chos problemas vectoriales, y el principio fundamental de la concurrenc:a de vec-
tores ha tenido aplicacién a ese problema general, que se presenta, de equilibrio
en el espacio. Para los problemas de geologia, el método corriente de proyeccio-
nes auxiliares se ha visto suplementado con otro mds corto y sencillo de una sola
proyeccidn.

El disponer las diferentes materias en doce capitulos, con temas avanzados al
final de cada uno de ellos, permitird al profesor programar el curso a su deseo,
con la amplitud que prefiera, y con la continuidad légica con que los temas se van
exponiendo. El capitulo 1, aunque elemental, es muy importante al ser una especie
de introduccién a los capitulos siguientes, no debiendo prescindirse de él. Los
capitulos 2 al 12, pueden ser expuestos en su totalidad o en parte, segin el
alcance que tenga el curso y el criterio del profesor. Los capitulos 9 y 10 se pue-
den explicar como estin expuestos, en orden inverso, o alternativamente. Los ca-
pitulos 11 y 12 deben ser ensefiados, solamente, después de un adecuado estudio
sobre los temas del punto, linea y plano, de los capitulos 2 y 5. Los temas mds
avanzados se pueden dejar para los dltimos cursos, Sin embargo, bien se expliquen
o no muchos de estos temas, son siempre interesantes y neccsarios para los estu-
diantes mds avanzadns, y dignos de ser considerados.

Todos los problemas, dispuestos en grupos, constan al final del libro. Para
simplificar las relacidn entre estos problemas y los dibujos, se han agregado 65 figu-
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ras nuevas. Se establecen 1.692 problemas, de los cuales 1,532 estin acondiciona-
dos a las dimensiones exactas de los datos que constan en sus figuras correspon-
dientes. Los problemas que sdélo se pueden resolver grificamente, se han presen-
tado de ese modo, ahorrando tiempo con esta caracteristica, lo mismo al estu-
diante que al instructor. Estos problemas han sido cuidadosamente seleccionados,
en escala, desde los mds sencillos y en su mayoria implican pensamientos origi-
nales. Hay problemas suficientes, como para 4 6 5 afios. Las contestaciones nu-
méricas se dan al final de cada problema, como solucién, pero si lo deseara el
profesor puede variar estos resultados con sélo cambiar un dato inicial.

El autor hace constar su agradecimiento por las valiosas y numerosas indica-
ciones que ha recibido, de aquellos que ensefiaron o estudiaron la primera edicién;
esa amabilidad y critica constructiva, han sido sinceramente apreciadas. Se siente
especialmente en deuda con el Profesor John M. Coke, por sus sugerencias sobre
aplicaciones a la Geologia y Minerologia: y al Profesor Frank A. Heacock por su
revisidn al capitulo de Vectores. Y también a su esposa, Marjorie, expresa su reco-
nocimiento, por sus muchas horas de mecanografia y correccién paciente.

B. LEicHTON WELLMAN.
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CODIGO DE LINEAS Y SIMBOLOS
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Lineas wvisibles del objeto, ¥y lineas requeridas,
Lineas ocultas del objeto.

Linea en posicidn girada.

Linca central; eje de simetrin; ejes de los cuerpos geo-
métricos.

Lineas de construccidn; puntos del recorrido del giro.

Unién de paralelas y alineacion de puntos en las
proyecciones adyacentes (Art. 1+5).

Flechas indicando una construccién en serie: el punto
@, se obtiene a partir del punto a,.

Flechas opuestas que indican puntos situados indepen-
dientemente, verificados por alineacidn.

Linea de tierra o de referencia, entre proyecciones ad-
yacentes {Art. 2+4),

Proyeccidn de perfil de un plane, de extensién ilimi-
tada (Art. 4-6).

Proyveccién de perfil de un plano cortante (Art. 4-25).

Eje de revolucidén, en proyecciones adyacentes (Art.
5+1).

Elemento visible de una superficie (Art. 6-3).
Elemento cculto de una superficie.

Interseccién de planos cortantes con los planos de las
bases (Art. 9+13).

Linea de abatimiento de un desarrolio (Art. 10-4).

Las letras mayisculas del texto se refieren a los puntos
del espacio {Art. 1-6); las letras mindsculas se re-
fieren a las proyecciones determinadas de esos pun-
tos del cspacio.

Las letras de negritas en las figuras indican los puntos
dados: los subindices expresan la clase de proyec-
cidn (Art. 1+6).

Estas mindsculas, en las figuras, significan puntos soli-
citados © construidos.

Posiciones de puntos girados.

Series de puntos localizados por el mismo proceso; se
omiten las proyecciones.

Linea gue corta una superficie



S5IMBOLOS DE CORRECCION PARA EMPLEO DEL PROFESOR

Correcto dentro de limites tolerados.

Correcto. excediendo ligeramente los limites tolerados.
Correcto, excediendo un poco el valor correcto.

Correcto, faltando un poco al valor correcto,

Método correcto, pero pasa considerablemente los limites tolerados.
Incorrecto.

Error en la alineacidn de los puntos de las proyecciones adyacentes.

Error en las medidas, tomadas a partir de la linea de referencia, entre las
proyecciones anexas.

Error debido a una respuesta inexacta de una medida,
Error debido al plantear un prnl;léum con los datos dados.
Valor dado en la escala ¥ no su distancia en la figura.

Equivocacion en la escala empleada.

2305333 x% TR\

Respuesta dada que no estd de acuerdo con la distancia en la figura.

3
<

Equivocacidn en la clage de proyeccidn.

Mala eleccion o emplazamiento de las proyecciones.

hY)
<

Motacion inadecuada. No se han designado puntos, lneas, etc.

Linea que deberia ser visible.
Linea que deberia ser oculta.

Centro de linea solicitado.
Lineas que deberian ser paralelas.
Lineas que deberian ser perpendiculares.

Observar el error evidente dentro del drea del circulo.

Curva mal trazada.
Punto de tangencia inexacto o incorrecto.

Dimensiones incorrectas.

Hbﬂnﬁégnl<2

Resultado inexacto,
Inc Solucién incompleta.

Dibujo imperfecto; ldpiz romo impropio para el trazado de lineas.

v

Trabajo sucio o mal presentado.
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1-2. Dibujos grdficos

La figura 1.1 es una fotografia de un objeto
sencillp. La cimara, evidentemente, ha sldo di-
rigida hacia un #4ngulo del objeto, ¥y un poco
enclma del mismo, para que aparezcan dos la-
dos y las superficles superiores del mismo.

A primera vista dicho objeto es un bloque en
forma de L, con un orificlo eircular en la base de
esa L. Be podria también deduclr que la parte a-
lejada o posterior parece del mismo tamafio y
Fig. 1'1. Una fotografia. forma que la cercana y la profundidad del ala

Izquierda es lgual a la de la derecha; ¥ que to-
dos los dngulos son rectos o de esquinas cuadradas.

Estas observaclones son clertas, pero supongamos gue gueremos comprobar
estas conclusiones, midiendo realmente estas dimenslones sobre la fotografia.

La figura 1.2 muestra la misma fotografia medida con escalas reales, por el
frente y parte posterior del objeto. La anchura de la parte posterior, que creia-
mos era la misma que la frontal, evidentemente aparece m#és corta. Medidas
similares de otras distanclas, que aparentemente son lguales en ese objeto, dan
el mismo resultado, se descubre que las distancias mds cortas son slempre las
mds alejadas de la mdquina fotogrdafica. Esta reduccléon de tamafio, en distan-
clas que son iguales, es originada por el hecho de que los bordes del objeto,
que realmente son paralelos, no cumplen esta condiclon en la fotografia, Esto
esti demostrado convincentemente en la flgura 1.2, observando las lineas de
trazos. Cuando los bordes del objeto se prolongan en lineas rectas, éstas no son
paralelas, sino que convergen en un punto. Las lineas horizontales paralelas
a la profundidad convergen, al prolongarse, en el punto A de la lzqulerda;
mientras que las lineas horizontales paralelas al lado frontal convergen en un

A

Fig. 1+2. Mediciones sobre la fotografia.



12 PROYECCIONES MULTIPLES EN LOS DIBUJOS DE INGENIERfA

fieles al representar clertas distancias, tenlendo la ventaja de su fdell eons-
trucclon.

En cada uno de los dibujos antes considerados, el objeto estd colocado de-
lante del observador, en una posicion tal que le permita ver simultineamente
tres planos, o vistas, de ese objeto. Pero es evidente ahora que, en cada kaso,
algunas de las lineas del objeto han sldo deformadas, y pudiera por ello pen-
sarse que con un camblo de posiclén del objeto pudieran conseguirse mejores
resultados. La figura 1.6 nos muestra al mismo objeto, como si apareclera en
perspectlva, desde otras tres posiclones o puntos de vista. En cada caso el ob-
jeto ha sido elevado, hasta qgue la superficie horizontal intermedia esté ahora,
exactamente, al mismo nivel del ojo del observador. En la figura 1-6(b) el ob-
Jeto ha sido alzado hasta el nivel del ojo, desde su primera posiclén, pero sin
girar. Una linea recta, trazada horizontalmente desde el ojo del observador al
objeto, daria en el vértice 4 Indicado. Esta linea visual Imaginarla se representa
en la figura 1.6(ag) con una flecha. .

Esta nueva posiclén, vista en la figura 1-6(b), da un dibujo del objeto comple-
tamente diferente. La superficle superlor, que estd ahora encima del nivel del
ojo, no puede ser vista, nl tampoco la superficie inferior que estd mds abajo
de ese nivel; en cambio la superficle horizontal intermedia, gue estd exacta-
mente al citado nivel, se representa como una linea recta, al ser vista de canto.
Las superficles frontales y laterales quedan oblicuas con la linea visual, quedando
deformadas las distancias reales que estén sobre estas superficles, La existencia
del orificlo no se hace visible.

81 conservamos al objeto al mismo nivel, pero girindolo hacia la derecha, las
superfleles frontales pueden traerse directamente enfrente del ojo, como en la
figura 1.6(c). La linea visual es perpendicular ahora a las superfleies frontales,
representindose con la flecha B. Desgracladamente, la forma en L, distintiva
del objeto, ya no se aprecia, y tamblén sigue invisible el orificlo. En realidad, un
objeto asi dlbujado se hace desconocido. 8in embargo, algo se ha conseguldo;
1as dos superficles frontales rectangulares del objeto aparecen, sin deformacion,
en el dibujo, ¥ las lineas trazadas en las mismas conservan su longitud, Una
excepcldn evidente, entre estas dos superficles frontales, es que el ancho de la
superficie posterior aparece mas pequefio que el ancho de la superficle de-
lantera, tenlendo en realldad la misma anchura: ello es debido. como ya

Fig. 1'4. Un dibujo isométrice. Fig. 1-5. Un dibujo oblicuo.
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se dijo, & que la superficle posterior estd méds alejada del ¢jo que la inmedla-
ta, v de ahi que aparezca con mas reducido tamafio. El dibujo tlene una
apariencia completamente plana, porgue la dimensién de profundidad falta aho-
ra por completo.

Bl el objeto se gira hacia la lzqgulerda, en vez de hacerlo hacia la derecha, en-
tonces la superficie lateral derecha se coloca directamente delante del ojo, de
manera gue la linea visual incida en el objeto en el punto C. La figura 1-8(d)
nos indica que la superficle lateral derecha aparece en su verdadera forma y es
evidente gque la profundidad parece muy corta,

Para sintetizar el estudlo completo de los dibujos resefiados podemos deducir:

1. La figura 1.3 nos proporciona la descripelén mads real del objeto, pero tam-
blén nos acarrea las mayores deformaciones en las distancias,

2. Las figuras 1-4 y 1.5 dan del objeto una representacion adecuada, pero
imaginaria, proporclonando algunas distancias en su verdadera longitud.

3. Las figuras 16i(c) y (d) facilitan incompletas representaciones del objeto,
mas nos revelan también muchas distancias v superficles reales,

Be dljo en el articulo 1.1, que lo primordial de un dibujo de ingenieria es su-
ministrar una representacién exacta del objeto, en su forma y dimensiones. Se
ha demostrado que no exlste ningin dibujo sencillo que nos exponga un objeto
con sus tres dimensiones —longitud, altura y profundidad— sin deformaciones,
o en su forma o en sus dimensiones, Por esta razon los dibujos de Ingenleria

Las flechas indicon la
direccion de los diferenfes

rayos luminoios para los
dibujos siguientes:

Plono de _ nivel del jo def obsurm'_gn

(b) (c) (d)

Fig. 1+6. Dibujos de perspectivas en otras posiciones.
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siempre comprenden dos o mds proyecclones (o planos) ¥ de ahi que se les de-
nomine dibujos de planos 0 proyecciones multiples.

1:3. Las proyecciones principales

Cuando el objeto indicado en la figura 1-6(a) era visto directamente de fren-
te, desde un punto de vista incidente en B, se obtenia el dibujo de la figura 1-8ic).
81 suponemos que el observador estd alejado a una distancla Infinita del objeto,
entonces todas las lineas visuales horizontales serian exactamente paralelas,
como se observa en la flgura 1-T(a). En estas condlelones las distancias desde
el observador al frente y parte posterior del objeto serian practicamente igua-
les, no aprecidndose por ello la reduccién del tamafio del objeto con la distancia.
Asi lo vemos como se muestra de frente, en la figura 1.7(b). Las superficies
frontales o inmediatas del objeto, que en esta ocasion son perpendiculares a las
lineas wisuales horizontales, se manifiestan en su verdadera forma ¥ tamafio,
hablendo desaparecido completamente la dimensiéon de profundidad. Esta es
la proyeccién vertical del objeto, o plano o perfil.

De la misma manera, sl el observador, desde el infinito, mira horlzontalmen-
te en una dirececién perpendicular al lado derecho del objeto resultaria el plano
de la figura 1-Tiec). En este caso el lado derecho estd en su verdadera magnltud,
pero ha desaparecido la dimensién de longitud, por ser paralela a las lineas visua-
les horizontales, Esta es la proyeccion lateral derecha del mismo objeto, 0 corie
por un plano transversal.

Una tercera proyeccion (fig. 1.7(d)] se puede obtener, mirando desde una
altura infinita perpendicularmente al objeto. Es notable sefialar de nuevo que
una dimensiéon, en este caso la altura, ha desaparecido. Esta es la proyeccion
horizontal del objeto, o planta.

Estas tres proyecciones logradas por la vislon del objeto desde tres direc-
clones mutuamente perpendiculares, se llaman proyecciones principales. Noten-
se las sigulentes e Importantes observaclones referentes a las mismas:

1. Para una proyeccion dada, las superficles gue son perpendiculares a las
lineas visuales se representan en su verdadera magnitud y forma.

2. Los rayos visuales de las tres proyecclones son perpendiculares entre si.

3. Cada plano muestra solamente dos de las tres dimensiones del objeto.

4. Tomando en conjunto los tres planos, tendremos la descripclén comple-
ta del objeto.

Las consideraciones sigulentes Indlcarin el porqué son importantes los cua-
tro puntos arriba menclonados. Dado un objeto, que tenga que ser descrito con
las tres proyecclones princlpales, el dibujante debe primeramente decidir la
direcclon de la linea visual para cada proyeccion. El dibujante, que es el pri-
mer interesado en presentar al objeto con la mayor cantldad posible de super-
ficles en su verdadero tamafio, ha de selecclonar las direcclones de las visuales
perpendiculares a las princlpales superficles de ese cuerpo. No debe olvidar,
siln embargo, gque las tres direcciones selecclonadas deben ser mutuamen-
te perpendiculares, Esta es una condicién esencial, ya que cada plano debe
descubrir solamente dos de las tres dimensiones, Por ejemplo, el alzado indi-
cado en la figura 1.7(b), nos da la altura H y la longitud L, no asi la profun-
didad D, por ser las lineas visuales paralelas a esa profundidad. En la figu-
ra 1.7(¢), vista del lado derecho, solamente aparecen la altura H y la pro-
fundidad D, ya que las lineas visuales son paralelas a la longitud y ademais
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perpendiculares a las otras lineas visuales frontales. La cuarta consideracién,
arriba menclonada, es una consecuencia logica de las tres primeras, al no exis-
tir objeto tridimensional que se pueda describir completamente sélo con dos
dimensiones.

1-4. Coordinacién de las proyecciones

Be ha demostrado que las proyecciones principales proporeionan un medio
exacto de forma descriptiva, v también gue dos o m#és proyecciones son nece-
sarlas para una descripcion completa de un objeto dado. En la figura 1-7 cada
una de las tres proyeeclones ha sido designada para indicar desde gué direc-
cldn la proyecclon fue tomada. Esta denominaclon de las proyecclones podria
no ser necesaria, si estuviesen siempre dibujados en una posiclon logica pre-
viamente establecida.

En la flgura 1-8, las tres proyecclones principales han sldo dispuestas de
acuerdo con la practica normai de los Estados Unidos y del Canadd. La planta
se coloca directamente sobre el perfil, y el plano transversal a la derecha de
esa proyecclén vertical, No solamente es una colocaclén logica y natural de
las proyecciones, sino que tamblén las dimensiones semejantes son comunes
para cada dos proyecclones., La longitud L del objeto, aparece en la planta
¥ en el perfil; por eso estas longitudes iguales son comunes en las proyecclones
alineadas representadas en la flgura 1.8. La altura H es la misma sl el objeto
se observa de frente o de costado, quedando esta igualdad manifiesta al que-

Todos los royes
luminosas horitontales
son paraleles
D
*s O
b o ]

Proyeccidn vertical Proyeccién lateral Proyeccidn horizontal

(b) () (d

Fig. 17. Proyecciones principales del objeto.
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Proyeccitn horizontal

T
—p—

| e p—D—
F
e — I R T e
| 1 | 1
] . L] . .
Proyeccidn wverticol Prayeccién lateral Proyeccidn vertical Proyeccidn loterol
posterior rrquierda - L > derecha

o ||

Proywccidn horizontal inferior

Flg. 110, Colocacién comin americana para las seis proyecciones principales.

y completamente, las dimenslones y la forma de un objeto, sin embargo, el ni-

mero de las proyecclones empleadas, para mayor claridad y sencillez, deberia
ser el minimo. El examen de los sels planos de la flgura 110 nos demuestra
que hay repeticlones. Las vistas de lado derecho e izquilerdo son idéntlcas,
aunqgue invertidas y una seria suficiente; la derecha es preferible corriente-
mente. Las proyecciones horizontales superlor e inferlor, difieren solamente
en visibilidad y posleion invertida: lo que también sucede con los planos delan-
tero ¥ posterior. Ya que los dibujantes prefieren las proyecclones con un mini-
mo de lineas ocultas, podrian descartarse los planos posterior e inferlor. Asi,
aunque las seis proyecclones puedan dibujarse, en este caso tres son eviden-
temente Innecesarias, conservindose los tres planos que originalmente se tra-
zaron en la flgura 1.8

En clertas circunstancias dos proyecclones pueden ser suficlentes, pero
debemos tener cuidado en la selecelén de esas dos proyecclones, para evitar am-
bigiledades. Por ejemplo, la figura 1.11 (a) uniecamente contlene las proyecclo-
nes horlzontal v wvertleal de la figura 1.8. Estas dos proyecclones no son sufi-
clentes, ya que podrian representar el primer objeto u otro de los dos que
se indican a la derecha de la figura 111 en (b) y (¢l

Bi el cuerpo indicado en la figura 1.8 gira a su alrededor, de manera que
el lado izquierdo guede de [rente, tendremos entonces que los planos horlzon-
tal ¥ vertical que vemos en la fligura 1-12(a) pueden describir completamente
al objeto sin que se confunda éste con cualgulera de los otros Indicados en las
figuras 1.11(% y (c). Las fliguras 1.12¢b) y i(c) representan las proyecclones ho-
rizontales y verticales de estos objetos tomados para comparaclén.
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RecrLa 1. REGLA DE PERPENDICULARIDAD. Las lineas o rayos visuales para dos
cualesquiera proyecciones adyacenles deben ser perpendiculares.

REGLA 2.* REGLA DE ALINEACION. Cualguier punto de un objelo, en una pro-
yeccién, debe estar alineado por una paralela, con el punio correspon-
diente directamente opuesto de cualguier proyeccion adyacente.

ReEcLa 3.* REcLA DE SIMILARIDAD. En todas las proyecciones anexas la distan-
cia entre dos puntos similares del objeto debe ser la misma, medida en
las paralelas.

La regla 1.» establece una condiclén importante y necesarla segun ha sido ya
demostrado en el articulo 1-3. La coordinacion de las proyecciones, establecida en
el articulo 1-4, indica que la regla 2.» establece una condiciéon muy necesaria. Re-
firliéndonos a la fAgura 1.10, expllcaremos la aplicacién de la regla 3. para las
proyecclones anexas. Consideramos la posiciéon del orificio en las proyecclones ho-
rizontales superior e inferior y laterales derecha e lzquierda. La horizontal su-
perior Indica gue el centro del orificio est4 situado a una distancia x de la su-
perficie frontal del objeto, Puesto que la distancia r estd medida en la direecion
de las paralelas que unen las proyecclones horizontal y vertlcal, gue son adyacen-
tes, de acuerdo con la regla 3., debe aparecer también la distancia x, simlilar-

Preyeccidn horizontal

-

D

Paraletos *—Yﬂ P ]

L o—NF— :

y—a I ru-— L ¥ I [+X+
- i |
I

1 L I
Froyeccidn vertical Proyeccidn vertical Proyeccién vertical Proyeccidn lotera!
postarior L derecha

1
[ ]

Proyeccidn horizontal inferior

Fig. 1-10. (Repetida) Colocacién comin americana para las seis proyecciones principales.
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mente, en todas las proyecciones anexas con la horizontal superior. La compara-
cion de las cuatro proyecciones anexas a esa horizontal, y adyacentes con ella,
prueban que ello es clerto. Debe observarse que las distanclas, tales como la z,
debe slempre ser medida en direccién de las paralelas.

La distancia y, Indicada en la proyecclon superior de la figura 1.10, debe evi-
dentemente concordar con la distancia y de las proyecclones vertical e inferior
por alineaclén de estas vistas (regla 2.°)

Aslmlismo, la dlstancla ¥, que aparece en la proyeccldn vertical, tlene también
que figurar similarmente en la proyeccion posterior, por ser ambas proyecciones
anexas (regla 3.%).

La figura 1.13 nos indiea un error corriente en la construccidén de proyecciones
anexas. Aqui la proyeccion lateral derecha ha sido.dibujada Incorrectamente en
una posieion invertida. Este error podri ser evitado si observamos que la super-
ficle frontal del obleto debe estar slempre hacia el frente en cada proyecclon
anexa.

1:6. Proyecciones principales de una linea recta

A fin de interpretar o leer un dibujo de multiples proyecciones, es necesario
analizar ¥ comparar éstas, estudiando al objeto no sélo como un elemento glo-
bal, sino que también determinando las lineas y superficles que lo componen. Ya
que todos los cuerpos estian limitados por superficles, y todas las superficles por
lineas, empecemos por considerar las proyecclones principales de una sencilla li-
nea recta, ¥y mis tarde, las proyecciones prinecipales de una elemental superficle
plana.

La posicion de una linea recta en el espacio, se puede deseribir representan-
dola en cada una de las proyecciones principales: y su longltud se puede Indicar
designando los dos puntos de sus extremidades. En la figura 1-14 se representan
las siete poslelones tipleas de la linea AB. Las letras mayusculas 4 y B se relle-
ren & la linea real en el espacio; las letras minusculas a y b se emplean para
deslgnar los mismos puntos tal como aparecen en cada una de las proyecciones.
Y para mayor claridad, ademas, la proyeccion horizontal del punto A se la deslg-
na por ar la vertical por ar y la lateral derecha por ag

Las situaclones diferentes de la linea AB, en la figura 1-14, han sido clasifi-
cadas como vertical, horizontal e inclinada. La linea vertical es tunica por su de-
finicion, pues la palabra cvertical» tiene soclamente un significado: «perpendicu-
lar a la superflcie de la tierra». Puesto que el extremo superior de una linea
vertical estd encima exactamente del extremo Inferlor, esta linea aparecerda en
la proyeccion horizontal como un circulito o punto, Tenemos que referirnos a la
proyeccion vertical o lateral para ver que, en este caso, 4 es el extremo superior
de la linea.

Una linea horizontal tiene todos sus puntos a la misma altura o elevacion. En
la figura 1.14 (2), (3) ¥y (4) una fina linea de trazos se ha dibujado horizontal-
mente a través de las proyecclones vertical y lateral, para indicar que los pun-
tos arp y bp, y los ap ¥y by estin al mismo nivel o altura, en estas vistas. De ese
modo una linea puede quedar identificada como horizontal por esta caracteris-
tica aungue la linea pueda aparecer en la proyeccion horizontal en una variedad
de posiclones. Las posiclones indicadas en (2) y en (3) son especlales, originando
gue aparezca como un punto en la proyecclon vertical (2) ¥ en la lateral (3). La
posiclén manifestada en (4 es la de una linea que, aunque horlzontal, forma un
angulo ¢ con la superficlie vertical manifestado en la proyeceléon horlzontal,
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Fig. 1-12. Eleccién de proyecciones para evitar la ambigiiedad.
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Fig. 1-13. Colocaciones carrecta e incorrecta de proyecciones anexas.
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Una linea inclinada tlene un extremo mfs alto que el otro. De nuevo se ha
dibujado, horizontalmente, una delgada linea de trazos a través de las proyec-
clones verticales y laterales de cada una de las tres lineas inclinadas que se ven
en la figura 1.14 a hacer notar gue, en todos los casos, el punto gr es mds
alto que el punto by ¥y que el punto ag es también mds elevado que el by. Asi las
lineas que estdn inclinadas pueden reconocerse, como tales, solamente en los
planos verticales o laterales, y en la proyecelén horizontal esta linea Inclinada
puede figurar en varias situaciones. Las posiclones (5) y (8) son especlales, pero
l1a de la linea inclinada gue se muestra en (7) es el caso mas corrlente, cuando
forma los dngulos a con el plano vertical y § con el plano horizontal; todo de
acuerdo con las reglas dadas en el articulo 1.5,

Deberia advertirse que las proyecciones horizontal, vertical y lateral de cada
una de las siete lineas dibujadas en la figura 1.14, han sido realizadas segin las
reglas dadas en el articulo 1-5. El punto ar estd siempre Inmediatamente debajo
de ar y directamente alineado con el adyacente ag (regla 2.* de alineacién). La

b—————
(1)

LINEA VERTICAL
by

Oy br o

Igual e . Iguol
" |
ab & b & b ob & b b 8
¥)} <) @)

. LINEAS HORIZONTALES

R e S N e
ol ‘ 5 L
& B -]
Bt b by

(5) ©) @
LINEAS INCLINADAS

§
I

Fig. 1+14, Las siete posiciones tipicas de una linea recta.
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figura era un cuadrado, un rectangulo, o un paralelogramo; pero evidentemen-
te, no aparecia nunca como un tridngulo u otra figura de tres lados. Estas
observaciones pueden ser evidentes por si mismas, pero han constituido el fun-
damento para la siguiente regla, de gran utilidad:

REGLA 4. REGLA DE LA CONFIGURACION. Cada superficie plana, cualquiera que
sea su forma, aparecerd siempre o como una recig o como una figura de

configuracion similar,

LY b,
d, ¢
Flana da perlil Plaso dw parkil
8, d; L a,by
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Fig. 1-15. Las siete posiciones tipicas de una superficie plana.
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ces el dibujante o el técnico tiene que analizar todos esos planos, para desa-
rrollar un dibujo mental del objeto descrito por esas proyecciones. El prinel-
plante observa, asombrado, la rapidez con la gue el dibujante experimentado
sabe leer o interpretar las proyeccliones y deduce frecuentemente gue es el re-
sultado de algin <«Don» especial de la intuleién. Realmente, como el que lee
los temas principales de una partitura musical, es una consecuencia del razo-
namiento l6gico, del pensamiento ordenado, y sobre todo, el resultado de la
practica. Vamos a considerar ahora los principios generales y los métodos es-
pecificos que se emplean en la lectura de los dibujos de multiples planos.

Una pagina llena de diversos temas impresos no puede ser comprendida
con una sola ojeada, debemos leer palabra a palabra, y frase por frase, en
ordenado método. Similarmente, un dibujo complejo debe ser leido por medlo
de un examen metodico, de todos los elementos componentes, vy toda clase de
detalles, examinando los cuerpos geométricos, que representan los objetos, las
superficies planas y curvas que limitan estos objetos solidos, asi como las li-
neas que limitan las superficles. El tiempo con que estos detalles tlenen que
ser analizados depende, desde luego, de la forma del objeto. Algunos de los
objetos mds sencillos son, sin embargo, los mas dificlles para visuallzarlos co-
rrectamente. Los casos sigulentes nos indican los métodos de anilisis,

1:9. Anilisis de los cuerpos

La figura 1-17 muestra las tres proyecclones principales de un objeto gue
puede ser fdacilmente analizado examinando las formas del sdlido geométrico
gue representa. Una inspeccléon general de estas proyecclones nos aporta las
siguientes consecuenclas lmportantes:

1. Visto el objeto en su proyecciéon horizontal es rectangular. Sobre esta su-
perficle rectangular, A, aparecen visibles tres areas circulares B, C y D. Al ex-
tremo derecho y al frente, el conjunto de lineas de trazos E, demuestra que hay
algo oculto debajo de la superficle rectangular A.

2. El cuerpo visto en su proyeccléon vertlcal, muestra tres dreas rectangula-
res visibles F, G y H. La F estd situada sobre la G y la H debajo. Hay varias
lineas de trazos, gque Indican la existencia de otros elementos detris de las
dreas F, G y H.

3. La proyeccion lateral muestra cuatro dreas visibles J, K, L y M. El drea
L es semlicircular; J y K son rectangulares y M es circular. También aqui los
elementos invisibles se han indicado con lineas de trazos.

Hablendo ya Inspecclonado cada proyeccléon, de un modo general, debemos
comparar estos planos entre si, comprobando particularmente la alineaclén de
las freas de una proyecclon con aguellas gue le son adyacentes. Para facilitar
esta comparacién, han sido trazadas paralelas con trazo fino, entre estas pro-
yeecclones adyacentes. De la comparacion entre las diversas dreas y sus carac-
teristicas, deducimos lo siguiente:

1. El drea A, de la proyecciéon horizontal, comprende desde el extremo iz-
quierdo al derecho y por lo tanto puede alinearse sclamente con el drea G de
la proyecclén vertical. Pero el drea & estd directamente enfrentada con el drea
rectangular K. Por esto deduclmos gque estas superficles A, G y K, son las pro-
yecciones horizontal, vertical y lateral de un prisma rectangular, que consti-
tuye la parte principal del objeto.

2. La superficle F, del plano vertical, ocupa la marte prinecipal del objeto,
por lo cual deberd ser visible en la vista en planta. Esto se confirma por el

hecho de que la superficie circular C, visible, colncide con 1a superficle F. En
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su consecuencia, esta proyeccion horlzontal del objeto debe ser un eirculo. La
superficle J representa este cllindro (cuando se le ve desde el lado derecho).

3. La superficie H de la vista vertical, ocupa la parte inferior de ese objeto
y por ello debe ser invisible en la proyeccién horizontal. Esto se confirma por
las lineas de trazos E que estdn directamente encima de la superficie H. Las
formas rectangulares de las superficles E y H podrian engafiarnos y hacernos
creer gue se trata de un cuerpo rectangular, pero al observar en la proyecelon
lateral, la superficie L, directamente opuesta a la H, se ve que se trata de un
elemento semicircular.

Al llegar a este punto, con las tres proyecciones, el lector empleza a formar,
en su imaginacién, el contorno general del objeto. Imaginard una pleza rectan-
gular; con un cilindro sobre su extremo izqulerdo; y en el extremo inferior
frontal derecho, formando la pleza misma, un borde semiclrcular. ¥ a este ob-
jeto, asi imaginado, se le pueden agregar otros detalles, uno a uno, como los
slgulentes:

4. El pequefio circulo B, de la proyeccion horizontal, estd unido directamente
por las lineas de trazos con la superficie F, de la proyecclén vertleal; por ello
debe tratarse de un hueco circular en el centro del cilindro. SBolamente en las
proyecciones vertical y lateral se puede medir la profundidad gue tiene este
hueco.

5. Las lineas de trazos de la vista wvertlcal, que se corresponden con el
circulo D, de la horizontal, demuestran que se trata de un orificio eircular,
practicado en el prisma rectangular, que traspasa completamente a esta pleza
prismdtica, desde arriba hasta abajo. Las lineas similares, en la superficie K,
de la vista lateral, Indican el mismo orificio.

8. El Area circular M, de la proyeccion lateral, queda identificado en forma
semejante, como un orificlo eirecular que eruza a través del semicirculo L, H, E.
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Fig. 1-17. Objeto para ser analizado en sus elementos.
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El lector puede tener ya una clara representaclén mental del objeto completo
y refirléndonos a la figura A. 30, del Apéndice, podrd comparar el objeto gue se
ha figurado con el dibujo real del mismo objeto.

En el andalisis, arriba resefiado, se ha obtenido la imagen de ligura completa
observando simplemente la rezin de alineacion, entre las proyecciones horizon-
tal y vertical y entre ésta vertweal y la lateral (regla de alineaelon del articu-
1o 1.5). Y aungue no es necesario para este andlisis, la regla de similaridad tam-
bién se puede aplicar. Obsérvese gue las distanclas r, ¥ y 2, de la proyeccion
horizontal, deben ser exactamente iguales a esas mismas distanelas en la pro-
yeceldn lateral.

1:10. Andlisis por superficies

En la figura 1-17 los distintos elementos del objeto estaban, favorablemente,
dispuestos de manera que slempre hublera una superficle en cualquier proyec-
clon alineada con otra superficle de las dos proyecclones adyacentes. Cuando
esto no suceda es conveniente conslderar, separadamente, las superficies que li-
mitan los objetos solidos. La figura 1-18 representa un objeto sencillo, que nos
aclarard este método. Al no existir lineas curvas en ninguna de las tres proyec-
clones el objeto debe estar limitado solamente por superficies planas. Entonces
las tres superficies A, B, y C de la proyeccléon horlzontal representan tres super-
ficies visibles planas rectangulares y cada una de estas tres superficles es adya-
cente o contigua a cada una de las otras dos gue estan colocadas en diferentes
planocs, 81 las dareas B y C estuviesen en el mismo plano no existiria entre ellas
ninguna linea divisoria. Por esto se puede sentar la siguiente regla:

REGLA 5. REGLA DE AREAS CONTIGUAS. Dos dreas que aparezcan contiguas no
pueden eslar en el mismo plano.

Por lo tanto, segin esta regla, las dreas D v E, de la proyecclion vertieal,
deben permanecer en planos diferentes y lo mismo tiene que suceder para las
dreas F y G de la proyeccién lateral.

Para facilitar este examen. se indiea en la figura 1-19 solamente las proyec-
clones horlzontal y vertical de la figura 1.18, pero con las areas vislbles en

Fig. I'18. Objeto para ser analizado Fig. 1:19. Proyeccidn horizontal
segiin sus superficies. ¥ vertical con 4reas scparadas,
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cada proyeccion separadas ligeramente para acentuar su iIndividualidad. Com-
parando los dos planos es evidente que la superficie 4 corresponde por allnea-
cién, con la D o con la E. Pero por la regla 4, la forma del drea 4 no es en
absoluto semejante a las dreas D y E; el area 4 es de un cuadrilatero, el drea
D es de un pentégono: el drea A tiene los lados paralelos y el area de E es de
forma trapezoidal. Por lo tanto el area 4, de la proyeccion horizontal, no pue-
de ser la proyeccidon de la superficle D nl de la E. Las areas B y C tampoco
estan alineadas ni con D nl con E. es declr, gue no son de slmilar configura-
clon. De estas observaciones se pueden deducir las siguientes conclusiones l6-
gleas:

1. Las dreas D y E deben representar superflcles que aparecen de canto en
la proyeccién horizontal, Por ello son superficies verticales.

2, Las #Areas 4, B y C deben representar superficles gue aparecen de perfil
en la proyeccién vertlical.

Pero para sentar una conclusion final, las consideraciones indicadas deben
reservarse hasta que se haya considerado la proyecclon lateral; y debemos re-
cordar, ademdas, gque hemos estudiado solamente las superficles visibles de cada
proyeccion.

En la figura 1.20 las 4reas visibles de las proyecciones vertleal y lateral, han
sido separadas ligeramente sin que por esto se impida apreciablemente una
correcta alineaclon. Fljandonos solamente en la alineacion, el drea D tiene la
misma altura gue el drea G, con la que estd alineada directamente. Y lo mismo
sucede con las Areas E y F. Pero las areas D y E no pueden ser, respectivamente,
las proyecclones verticales de las superficies G y F: el motivo es que estas areas
alilneadas no tienen similar configuracion. A las dos conclusiones, ya enumera-
das, podemos agregar estas otras dos:

3. Las dreas D y E representan superficies gue aparecen de canto en la
proyeccion lateral.

4. Las dreas F y G representan, asimismo, superficies que aparecen de per-
fil en la proyeccion vertical,

Desde que se establecldo que, la mayoria de las areas Indicadas tienen que
aparecer como lineas en las proyecciones adyacentes. nos gueda solamente
poder Identificar correctamente a esas lineas gque representan superficles. Por
ejemplo, las superficies D y E, visibles solo en la proyeccion vertical, son su-
perficies verticales (1. coneclusion), y aparecen como lineas en la proyecclon
lateral (3.~ conclusiény; las lineas verticales gruesas designadas por D y E, en

D

Fig. 1-20. Proyecciones vertical y lateral Fig. 1:21. Las superficies que se¢ muestran
con las dreas separadas. de perfil estin dibujadas en lineas gruesas.
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1:11. Indicaciones generales para la lectura de un dibujo

En los articulos anterlores, la lectura de un dibujo de miuiltiples proyecclones
ha guedado reduclda a un proceso de andlisis completo y exacto. Los andlisis
de los objetos, representados como cuerpos geométricos por sus superficies, han
sldo explicados, a este efecto, con considerable detalle, con objeto de convencer
al estudiante poco Imaginativo gque él también puede aprender a Interpretar o
leer un dibujo. Con un conocimiento claro de principlos y métodos aplicados
culdadosamente a la préictica de muchos problemas, la capacidad para saber
leer los dibujos de ingenieria puede adquirirse con facilidad.

Como el conocimiento y la destreza aumentan con la priactica, se aprenderd
que los andlisis mds blen largos son, en clerto modo, generalmente Innecesarios.
Tres factores contribuyen a esta facllidad interpretativa: (1) el recurso a em-
plear las formas geométricas, como partes componentes de los objetos que no
nos sean famillares; (2) el simple reconocimiento de los objetos corrientes y (3)
la aplicaclon rapida, casl subconsclente, de los meétodos analiticos.

La figura 1.22 nos muestra los dibujos de mualtiples proyeecclones, correspon-
dientes a unos cuantos cuerpos geométricos senclllos y famillares, que ademais
de estar solos se han combinado entre si. Tales objetos no requieren, con segu-
ridad, ningin anilisis ya que son apreclados a primera vista, lo mlsmo que un
planista reconoce una combinacion sencllla de notas. La figura 1-23 muestra
tamblén dibujos de proyecciones multiples de unos cuantos objetos corrientes y
muy sencillos. Para el que no es técnlco las proyecclones de la mesa, llave In-
glesa y el destornillador, le producen una inmediata representacion mental del
objeto. Similarmente, para el ingeniero o técnlco que ha visto los planos de mu-
chas mégquinas, las proyecciones de la polea, blela y cojinete le causan tam-
blén un reconocimlento instantianeo. Pero para un examen general posterior,
lo mismo para el que no es técnlco que para el Ingenlero, tienen gue examinar
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Fig. 1-23. Dibujos de multiples proyecciones de objetos familiares corrientes.



2. PROYECCIONES AUXILIARES

2:1. Objeto de las proyecciones auxiliares

En la figura 1.10, del capitulo anterior, han sldo Indicadas las seis prinei-
pales proyecciones de un objeto sencillo. Tres de estas proyecciones eran tan
semejantes a las otras tres gue, por eso fueron descartadas. Los tres planos
selecclonados que estan indicados en las flguras 1-8 y 1.9, se conslderaron los
mas convenlentes. Pero no todos los objetes son tan senclllos, ni constan sola-
mente de superficies horizontales y verticales. 81 un cuerpo tiene superficies In-
clinadas estas aparecerian en las proyecciones principales o acortadas o defor-
madas. En la flgura 1-15 va vimos gue el cartén cuadrado, cuando estaba in-
clinado, nuneca apareecia como tal cuadrado en ninguns de las proyecclones,

Para que una superficie ineclinada pueda verse en su verdadero tamafio es
preciso que el observador se situe, precilsamente, enfrente de ella; es decir, que
la direccién del rayo visual debe ser perpendicular a esa superficle. Ninguna de
las proyecclones principales tiene una linea visual de direcclén inclinada; por
ello la proyeccidn que se precisa ahora tiene gque ser especlal. ¥ como tales pro-
yecciones generalmente se complementan con las principales se las llama por

este motlvo proyecciones auriliares. Estas proyecclones auxillares permiten re-
presentar un objeto desde una direcclon deseada. De este modo estas proyec-
clones serdn una ayuda verdaderamente valiosa para el dibujante, ya que la
mayoria de todos sus problemas pueden ser facllmente resueltos, sl se observan
los objetos desde las direcclones mas convenlentes.

2.2, Construccién de una tercera proyeccién principal

Como la construccién de una proyeccidn auxiliar es muy similar a Ia de una
principal, trataremos primero de esta ultlma construccion. En la figura 2.1,
nos dan las proyecclones vertlcal y lateral de un objeto ¥ nos piden gue dibu-
jemos la proyeccion horizontal del mismo. En dicha flgura de acuerdo con las
explicaclones gue a continuaclén se detallan, se observa que el proyecto, ana-
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lisis ¥ econstruceion de la nueva proyeccion debe ser realizado en cuatro etapas.

Etapa 1. Proyectar la posicion general de la proyeccién nueva.

Como la proyecclén horizontal tlene gue estar exactamente encima de la ver-
tical podemos ya trazar, hacia arriba, las paralelas gque parten de los extremos
de esta proyecclon vertical. 8! queremos tener el dibujo bien centrado, las dis-
tancias marginales D y D', E yv E’, deben ser lguales entre si. Las distancias
B y C, entre las figuras, a ser posible, serin aproximadamente iguales: en eam-
blo, las distanclas A y A", que flguran en las proyecclones horizontal y lateral,
por ser la dimension de profundidad del objeto. tienen que ser eractamente
iguales.

Etapa 2. Analizar las dos proyecciones dadas, vy designar las superficies u

puntos gue se corresponden en las mismas.

En la proyeccion lateral, la superficie visible T tiene un caricter notable, a
causa de su rara forma irregular. No existe ninguna area de configuracién pare-
cilda en la proyeccion vertical. por eso esta superficle T se representard, de
canto, segin la linea inclinada T. Las superficies R ¥ S pueden ser igualmente
identificadas en cada una de las dos provecciones. En la proyeccion lateral han
sido sefalados los vértices de la superficie T, para facilitar la construcclén, tra-

zando las correspondlentes paralelas, podemos situar estos vértices en la pro-
yecclon vertical.
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Fig. 2-1. Construccion de la proyeccién horizontal.
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Etapa 3. Localizar por similaridad y alineacidn las superficies y los puntos

pertenecientes a las proyecciones dadas en lag proyeccion nuevda.

Desde cada punto resefiado de la proyecclon vertleal, se trazan paralelas
hasta la proyeccion horizontal. Entonces ar deberd estar colocado exactamente
sobre ap, br sobre by etc. tregla 2). Pero las proyecclones lateral y horizontal
son aneras, y como en esa proyeccion lateral los vértices sefialados por dg y ez
s encuentran en la parte posterior del objeto, sefialada econ una linea gruesa,
estos mismos puntos dy ¥ ér deberin encontrarse tamblén en la parte posterior
del objeto, en la proyeccién norizontal (regla 3). El punto ¢z se encuentra, en
la proyeccion lateral, a una distancia r de la superficle posterlor del objeto. El
vértice ¢r. situado en la provecclon horlzontal exactamente encima de cg, de-
beri encontrarse 2 la misma distancla x de la linea posterior del objeto. De
igual modo, by estard a la misma distancia ¥ que lo estd by, de esa superficie
posterlor del objeto. Los vértices ar ¥ fr, que estdn en la superficle frontal, se
encontraran a la distancla z de la superficle posterior. Esta distancla también
seé indica en la proyeccion lateral. Luego para encontrar la proyecclon horizon-
tal T de la superficle, bastard ir uniendo, alfabéticamente, los vértices ya ob-
tenidos anteriormente.

Etapa 4. Completar la proyeccidon por simple inspeccidon o por olros and-

lisis ulleriores.

Después que la superficie T haya sido dibujada, la proyecclon horlzontal se
puede completar por slmple inspecclén, pero sl el dibujante tlene una ldea to-
davia confusa del objeto, se pueden ldentificar otras superficles tales como R y S,

resefiandolas ¥ construyéndolas de la manera Indicads, hasta gue se complete la
proyecelon,

2:3. Empleo de una linea de referencia o de tierra

En la figura 2-1, las distancias entre paralelas se llevaban desde la proyeccion
lateral a la horizontal, a partir de la superficle posterior del objeto. Esto es con-
veniente y posible hacerlo, debldo a que esa superficle posterior del objeto apare-
cia como una linea en ambas vistas, la horizontal y la lateral. Pero puede acurrir
que la posicién particular de un objeto sea tal que ninguna de sus superficies
aparezea como una linea. Eso ocurre en el objeto indicado en la figura 2.2. En
esta figura se dan las proyecciones horizontal y vertical de un prisma oblicuo,
solleltandose la construecion de la proyececion lateral derecha.

Etapa 1. Eleccion de una linea de referencia.

Como las distancias medidas a lo largo de las paralelas de la proyeccion
horizontal tendrdn que ser llevadas a las paralelas correspondlentes de la vista
lateral, se precisa una base de medida o linea de referencia. Ya que, en este
caso, no hay ninguna linea o superficie del objeto que sea perpendicular a las
paralelas, podemos elegir arbitrariamente una linea tal como la X-X, de la pro-
yveceldon horizontal, que pase por el vértice gr 8! esta linea de referencia pasa
por el punto @r de la proyeccion horizontal, debe tamblén pasar por el punto
a,; de la proyeceion lateral, ¥ la linea X-X colocada en la proyeccidn lateral
nos proporcionara la distancia deseada entre las proyecciones verticales y late-
rales.

Etapa 2. Construccidn usando la linea de referencia X-X.

Consideremos solamente la superficle extrema derecha del prisma, designan-
do sus cuatro vértices en las proyecciones horizontal y vertical. Ademas de las
paralelas gque unen estos vértices en las dos vistas dadas se trazaran las para-
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lelas que parten de los vértices de la proyeccidén vertical ¥ que son perpendicu-
lares a la linea de referencia X-X de la proyecelon lateral. A partir de los
puntos en que estas paralelas corten a ese eje X-X, se Irdn llevando las distan-
cias entre los vértices superiores by, ¢r,dy y la linea X-X de la proyeccién ho-
rizontal, para asi obtener los vértices bg, cr, dg. Por ejemplo, la distancla r
de cr al ser llevaga a la proyecclon lateral nos da cg. Se uniran estos vértices
hallados y tendremos la proyeccion lateral derecha de esa superficle extrema
derecha del prisma, que por ser visible desde esa proyecclon lateral, formara
un contorno de linea continua.

Etapa 3. Construccion usando la linea de referencia X'-X’,

La construcclon es exactamente lgual que la Indicada anteriormente, sblo
que ahora se emplea la linea de referencla X’-X’. 8! nos referimos de nuevo
a la etapa 1 podemos hacer que el eje selecclonado X-X de la proyeccidon ho-
rlzontal se traslade paralelamente, una distancia y, a la posicléon X'-X’. La li-
nea X-X, de la proyecclon lateral, se trasladard tamblén a la posiclén X’-X’,
que estard situada a la misma distancla y. Sin embargo, tendremos ahora la
mlsma vista lateral que la lograda anterlormente. O sea que la linea de refe-
rencia en las dos proyecclones anexas puede ser colocada en cualquier sitlo,
slempre que se cumplan las dos condiclones slgulentes: 1) gue el eje eleglido
sea perpendiculgr a las lineas paralelas gue unen las proyecclones adyacentes,

Fig. 2-2. Construccion de una proyeccidn lateral empleando una linea de referencia.
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linea dada se le pueden trazar un infinito nimero de lineas perpendiculares.
Dada la linea vertical T, de la figura 2.3, hay un nimero infinito de lineas
A, B, C, ete., que son perpendiculares a esa linea T; por lo tanto, si T repre-
senta la direccion visual para una proyecclon horizontal, entonces las lineas
perpendiculares gque se Indican en la flgura 2-3 representarian las direcciones
visuales para un numero infinito de proyecclones, que podrian ser adyacentes
a la proyecclon horizontal. Pero todas estas proyecclones horizontales adya-
centes deberin ser, necesarlamente, tomadas con lineas visuales horizontales,
pues a 90 grados de la vertical sdlo se puede ser horizontal. 81 tenemos en cuen-
ta que el hombre es un ser que anda erguldo ¥y que corrientemente observa sus
alrededores con lineas visuales horlzontales, resulta que tales proyecclones no
solamente son importantes en trabajos de ingenieria, sino gue tamblén pro-
porclonan el punto de vista natural. Este tlpo de proyeccién serd considerada
como elevada o adyacente a la horizonial.

Fig. 2-3. Lineas perpendiculares a una linea dada T,

La figura 24 nos representa la proyeccion horlzontal y cuatro auxiliares,
adyacentes a la horizontal de una pirdmide. En el angulo superior derecho de
esta figura se muestra la piramide y las flechas indicadoras de las direcciones
de las visuales para cada una de las proyeecciones. 81 miramos la pirimide
hacia abajo, las flechas A, B, C ¥y F deben aparecer como se ven en la pro-
yeccldon horizontal, Entonces la proyeccién vertical, mirando en direccién de la
flecha F, se situard exactamente debajo de la proyecelén horizontal y estaran
unidas por paralelas a la direcciéon F. SBimilarmente la vista A, que es una sen-
cilla proyeccion lateral derecha en posicion alternada como ya vimos en la
figura 1.9, se une a la proyecclén horlzontal mediante paralelas a la flecha A.
Y las posiclones de las proyecciones B y C estdn también unidas a la proyec-
clén horizontal por paralelas a esas lineas visuales.

Cada uno de los clnco vértices de la piridmide han sldo deslgnados en las
proyecciones horizontal verticales. La linea de referencla T-F se ha colocado en
cualquler sitlo entre las dos proyecclones. Partlendo de estas dos proyecclones
adyacentes, cualgulera otra proyeccléon adyacente a la horlzontal, tal como
la B, puede trazarse facilmente. El procedimiento empleado, fase a fase, se-
mejante al gue se Indicd para las proyecclones princlpales adicionales, es el
siguiente:

Fase 1. Partiendo de cada vértice de la proyecclon horizontal, se trazan
paralelas a la direccion de la linea visual B.

Fase 2. Perpendicular a esas paralelas se traza la linea de referencia T-B,
a cualquier distancla de la proyeceléon horizontal.

Fase 3. Las vistas B y F son proyvecciones anexas y, por lo tanto, las dis-
tanclas que se tomen en las paralelas, de puntos semejantes, deberin ser las
mismas en cada proyecciéon. El vértice op, por ejemplo, estd a la distancia r de
T-F; por consigulente, el vértice or debera también estar a la misma distancia
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2:6. Proyecciones auxiliares adyacentes a la vertical

En el articulo anterlor, la proyecelén horizontal era la proyeccion adyacen-
te comiin para una serie de proyecciones de elevacion o adyacentes a la ho-
rizontal. De manera semejante una cualguiera de las otras proyecclones prin-
cipales, puede tamblén servir de nucleo para un numero infinito de proyec-
clones adyacentes. Pero de acuerdo con la regla 1 cada par de proyecclones
adyacentes deben tener perpendiculares sus lineas visuales,

La figura 2.5 nos llustra sobre la construccién de proyecciones auxiliares ad-

Fig. 2-5. Proyecciones auxiliares adyacentes a la vertical.
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yacentes para una proyeccidén prinelpal, que en este caso es la proyecclén ver-
tical. Las mismas proyecciones horizontales y verticales de la piramide que se
tratd en la figura 24, son las que ahora se indican, Las vistas D, E, G y L
son adicionales y adyacentes a la proyeccidon vertical. Con el esquema grifico,
se puntuallze el hecho de que las direceciones visuales, para cada una de las
adyacentes proyecclones verticales, deben formar 90" con esa visual frontal,
para la proyeccion wvertical. Las flechas direcclonales aparecen claramente en
la proyeccléon vertical, situandose las proyecclones adyacentes por las paralelas
a esas lineas visuales,

Las fases de construccion para estas proyecclones adyacentes a la verti-
cal, son exactamente semejantes a las ya descritas para las proyecclones supe-
riores-adyacentes: (1) se trazan las paralelas, desde la vertical a las lineas
visuales referidas; (2) las lineas de referencia se colocan a cualguler distan-
cla de la proyecclon vertical; (3) las distancias gue se tomen en las paralelas,
deberdan ser iguales a las correspondientes de otra proyecclén anexa. Asi, por
ejemplc, sl el vértlce or estd a una distancila z, de su linea de referencla T-F,
entonces los puntos op, 0g, 0g,¥ 0p estaran todos a la misma distancla z de sus
respectivas lineas de referencia. Y lo mismo sucedera para cualquier otro pun-
to del objeto. Por lo tanto, aungue estas proyecclones pudleran aparecer muy
distintas tlenen todas una caracteristlica comun:

Todas las proyecciones auriliares adyacentes a la vertical representan en su
verdadero tamaiio lag dimensidn de profundidad del objeto medida de iz-
quierda a derecha.

Ya se vio gue todas estas proyecclunes adyacentes a la horlzontal tienen
lineas visuales horizontales. Con cuatro importantes excepciones, las proyec-
clones verticales adyacentes tienen lineas visuales inclinadas. Estas cuatro ex-
cepclones son: las proyecclones horizontales, superior e inferior, cuyas lineas
visuales son verticales, y las proyecciones laterales, derecha e izguierda, cuyas
lineas visuales son horizontales., (Véase L en la figura 2.5, en la vista lateral
lzgquierda).

Las proyecciones auxiliares pueden también trazarse de manera gue sean
adyacentes a las proyecciones laterales derecha e izgulerda. Estas proyecclo-
nes no se han dibujado, porque el método de construccién es ldéntico al rese-
findo anteriormente. Las proyecciones adyacentes a una lateral podrian, des-
de luego, tener lineas visuales perpendiculares a la linea visual lateral y poder
ineluir una proyvecclén horizontal inferior y superior, una vertical y otra pos-
terior, asi como un numero infinito de proyecclones inclinadas.

Todas las provecciones adyacentes a la lateral muestran en su verdadero
tamafio la dimension de longilud del objelo lomada de ifzguierda a de-
recha.

PROBLEMAS. Grupo 3.

2-7. Proyecciones auxiliares adyacentes a otra auxiliar

Ya se ha demostrado que las proyecciones adicionales pueden representar
un objeto, mostrandolo tal como aparece cuando dichoe objeto se proyecta
desde otras direcciones distintas a las principales. Pero las proyecciones adya-
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centes a las proyecclones horizontal, vertical o lateral han sido limitadas a las
proyecclones cuyas lineas de visualidad sean perpendiculares a la linea visual
de una de aquellas proyecciones prinecipales. Para ver el objeto desde una di-
recclon que no sea perpendicular a cualquiera de estas direcclones princlpa-
les, es necesario dibujar una proyeccién auxillar adyacente a otra proyeccion
auxiliar, dibujada previamente. Esta construceién que es por completo similar
a las descritas, se ilustra en la figura 2.6,

Como antes, se reguiere la construccion de las proyecciones auxiliares
A, B y C, partlendo, en la flgura 2.8, de las proyecciones horizontal y vertl-
cal de una piramide. Las direccilones visuales de estas proyecclones auxillares
A, B y C han sido seleccionadas completamente al azar para ilustrar simple-
mente €l método constructivo de cada proyecclén: en otras palabras, no se ha
realizado ningin esfuerzo para ver el objeto desde una especifica v determina-
da direcclon.

La A es una proyeccion horizontal-adyacente, tomada desde una direccion
arbitraria. Por ello es una proyeccion algada ¥ se ha construido como se ex-

Fig. 2+6. Proyecciones auxiliares adyacenles a otra auxiliar.
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plicé en el articulo 2.5. Slendo anexas las proyecclones 4 y F resulta que am-
bas tlenen igual la distancia x.

81 desde los vértices de la proyeccion A se trazan paralelas, en cualquier
direcclon deseada, una nueva vista auxiliar tal como la B, se puede construir
adyacente a la proyveccion A. La construceclén de la proyeccién B se efectia
con un método idéntico al empleado con cualqulera de las otras proyecclones
adiclonales: (1) se trazan las paralelas desde cada vértice del objeto de la pro-
yeceldn A:; (2) la linea de referencia 4-B se traza perpendicular a estas para-
lelas v a cualgquier distancia convenlente de la proveceldon A: (3) las distan-
clas gue se tomen en las paralelas de la proyeccidon B, serin las distancias
correspondientes de otra proyecclén anexa, que en este caso serd la proyeceion
horlzontal. (La proyeccléon horizontal y la proyeccidn B son anexas, por ser
cada una adyacente con la proyeccion 4.) Como ejemplo de estas mediciones,
obsérvese que los vértices ¢r ¥ cp estin a la mlsma distancla y de sus lineas
de referenclia respectivas, T-4 y A-B.

La B es una proyeccion auxiliar, que es adyacente de otra tamblén auxiliar,
Del mismo modo que se ha trazado la proyeccién B adyacente a la A podemos
trazar la C que sea, a su vez, adyacente con la B: y, del mismo modo se puede
trazar otra proyecclén gue fuera adyacente con la €; y asi continuar hasta
el Infinito. Pero cualguiera que sea el numero de proyecclones trazadas al
aplicar la regla 3, la fase 3* de construcclén es slempre la misma:

En toda nueva proyeccidin las distancias que se tomen en las paralelas se-
rdn siempre obtenidas de una proyeccidn anera a la que se estd di-
bujando.

Slendo la proyeccléon C anexa a la A, el punto ¢ estard de su linea de re-
ferencia B-C a una distancia z exactamente igual a la gue separa ¢, de su li-
nea de referencia A-B.

Aungue para el dibujante es relativamente facll imaginar la posiclén del
observador en cada una de las proyecclones principales, para proyecciones ta-
les como la B y la C ya es mucho mas difiell la visualizaclén de las mismas.
Afortunadamente, la construcelén y empleo de ellas no depende de tales es-
fuerzos imaginativos, ya que, como veremos mias adelante, si fuera necesario,
la direcelén visual para cualquier proyecelon puede determinarse por métodos
analiticos.

PROBLEMAS. Grupo 4.

2.8. Aspecto de las proyecciones

De la figura 2.4 a la figura 2.6 hemos visto, en total, 12 proyecciones dife-
rentes del mismo objeto, que, evidentemente, segun la proyveccion vertical de
cada figura, se trata de una pirimide gque descansa sobre su base en posicldn
natural colocada. Pero en aparente contradiecién con este hecho, sin embar-
go, la mayoria de las proyecciones auxlliares que hemos visto dan la impresion
de que la plramide esti en una posicién Inclinada y hasta en algunos casos
como si estuviera wvuelta totalmente., Mas en realidad, este objeto no se ha
movido nunea de la posiclon indicada en las proyecelones horlzontal y vertical
originales, pues es el cbservador unlcamente quien cambia de posicidn. ;Debe
entonces el observador girar totalmente su cabeza para ver el objeto de la fi-
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REGLAS DE VISIBILIDAD PARA LOS CUERPOS.

a. Las lineas erferiores de cada proyeccidén serdn visibles.
b. El vértice o arista del objeto mds cercano al observador serd visibie,

El vértice o linea de una proyeccldn que esté mds cercano al observador
debe aparecer en cualquier proyeccion adyacente como el més cercano a la
linea de referencla comin v por ello serd visible.

Por ejemplo, en la proyeccién B de la figura 2.7 (proyecciones B y C de la
fig. 2-6), el punto ap debe ser el vértice mas préoximo al observador, debido a que
la proyecclon adyacente C muestra el punto gy como el mis proximo a la linea
de referencia B-C.

c. El vértice o arista gue estd mds alejada del observador estard general-
mernte oculto, si estd dentro de! contorno de la proyeccion.

En la proyeccion B de la figura 2.7, la linea ogpecp estd oculta, porque en
Ia proyvecclon adyacente C la linea ogce es la mas alejada de la linea de re-
ferencia B-C. Y en la proyeccion C la linea bece ., estd oculta porgue en la
proyeccion adyacente B esta linea bscs es la mas alejada del observador. Las
excepciones a esta regla pueden aparecer si el objeto tiene orlficlos o huecos
a través de los cuales la linea oculta puede aparecer visible.

d. La visibilidad de las lineas gque se cruzan y son, aprorimadamente, equi-
distantes del observador se defermina estableciendo la visibilidad del pun-
to de cruce.

Esta regla determina la visibilldad de los lados gue no sean, evidentemente,

El punto mds cercano
de lo proyeceién B
(Véase la proyeccidn C)

El punto mds cercano
de lo proyeccidn C
Ce (Vécse lo proyeccidn B)

Fig. 2-7. Visibilidad en dos proyecciones cualesquiera adyacentes,
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plimenfacion de la regla a.

Esta proyecclon A4, de la figura 29, nos demuestra también la aplicacién de
las tres primeras reglas. Por aplicacion de la regla a los vértices e, fa, §a,
ha, ja, k4 ¥ l0s lados que los unen, son todos visibles por constitulr el perime-
tro exterior de la proyeccién. Al aplicar la regla b, el vértlce r4 es el mis
cercano al observador en la proyeceldon 4, ya que corresponde al vértice xp
mis cercano a su linea de referencia F-4, este vértice seria visible, Las aristas
externas que unen este vértice r; con los vértices adyacentes, es declr
Taha, xafa.¥y zaka seran visibles, ya que se unen vértices que son todos visibles.
Obsérvese que el vértice més alejado del ohservador y p es una excepeléon de la
regla ¢ porque la linea visual del vértice i, le permite hacerlo visible al pasar
a través del orificilo de la pleza.

Las cinco reglas que hemos dado aqui son aplicables para todos los obje-
tos solildos y determlnarin correctamente la vislbilidad de muchas lineas
¥ puntos., Sin embargo, no satisfacen todos lo casos poslbles; por ello serd
preciso dibujar las lineas restantes para su estudlo. Pero si las reglas han sido
plenamente observadas, las lineas que quedan deberan ser, en su mayoria,
lineas interiores; y aguéllas que estan mas alejadas del objeto con relacion al
observador, evidentemente tales lineas seran generalmente ocultas. Por ejem-
plo en la proyecclon A4, de la fligura 2.9, las lineas Internas gue unen los vér-
tices del orificlo son ocultas, excepto a,ya, que puede ser vista a través del
orificio.

En resumen podriamos resaltar que todas las reglas de la visibilidad, ex-
cepto la regla a, estin basadas en un principio capital:

La visibllidad de las lineas internas, de cualquier proyeccidn, esid deter-
minada principalmente segin la referencia de una proyeccidn adyacente.

= “Direccidn de los royos
vitugles pora lo proyeccrdn A

Ye Lg'__ Grafico del objeto
Fig. 2-9. Dibujo que determina las reglas de la visibilidad
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Este sistema de mediciones puede también ser empleado en los.dibujos de
proyecciones multiples, tal como se indica en la figura 3-1(b). Se muestran las
proyecciones horizontal, vertical y lateral derecha de los tres ejes y del pun-
to A, de la figura 3-1(a). Se deduce, Inmedlatamente, que ninguna de las tres
proyecclones puede describir ni determinar completamente la posiclén del
punto A con relacion al origen O. En la vista horlzontal, donde el eje Z apa-
rece como un punto, sélo se ven las distanclas o coordenadas r e y¥; en la pro-
yecclon vertlcal aparecen solamente las distanclas r, 2; y por altimo en la
proyecclon lateral, se muestran las distanclas y, 2. Pero sl tomamos dos cuales-
gulera de estas tres proyecclones, entonces tendremos las -tres coordenadas
x, ¥, 2, quedando asi locallzado el punto A.

La figura 3.2 refleia una aplicaciéon practica de los ejes coordenados en re-
laclén con un avién., El origen O, estd situado en la Intersecclén del plano
central del fuselaje —plano vertical ¥YZ— con el borde delantero del ala. Las
direcclones hacia arriba, hacia la derecha (que es el lado izqulerdo del avidn)
y hacia atras, se conslderan direcclones positivas, Con el empleo de este juego
de ejes, cualguler punto del avion puede ser localizado por sus coordenadas; los

ejes X e Y, en plano horizontal, indican la posicién de vuelo normal del avién.
El punto A, por ejemplo, extremidad del ala izqulerda, tlene las coordenadas
T, ¥ 2 que vemos en la figura resenada.

Es convenlente, algunas veces, para sefialar un punto, indicar su posicién
con relacidon al orlgen o punto de referencia; y asi declmos que estd a su
izquierda, o a su derecha, encima o debajo, al frente o detrds de ese origen.
Aunque aqgui los términos de «encimas o «debajo», son més bien emds alto
que» o s«smas bajo que», es decir gque esos puntos no estan eractamente enci-
ma o debajo de ese punto de referencla, en la misma wvertical, Lo mismo di-
riamos con los significados de «lzqulerdar o «derechas, «al frentes o «detrdss,
El punto A, por ejemplo, puede ser descrito como si estuviera con relaciéon al

+Y

1

0.....—-""

f
-

; 8
N X _‘g ' N -y

Fig. 3-2. Ejes coordenados o de referencia de un avidn.



50 PUNTOS Y LINEAS

punto O, 2 2 cm a la derecha, 1,5 cm encima y 1 cm delante, 8i en la figura 3.3
se da la posicién del origen O, el punto A puede ser localizado en cada una de
las tres proyecciones, Desde la proyeccién horizontal se pueden tomar las dis-
tancias hacia la izqulerda o a la derecha, y hacla el frente o hacia atrds, pero
no se puede tomar la aliura; el punto ar estd situado 2 cm haclia la derecha
del punto or ¥ 1 cm al frente de este punto. (Hacia el frente es slempre
hacia la proyecclén vertical; es declr delante de or). El punto ar estd colocado
exactamente debajo de ar, y por ello no es necesario medir la distancia de 2 cm.
Pero ahora, en la proyeccidén vertical, podemos medir la altura, apareciendo el
punto ar 1,56 cm mds arriba del punto op. (Hacia arriba es hacia la proyeccion
horizontal). Con las proyecclones horizontal y vertical el punto A queda locali-
zado, completdndose ln vista lateral derecha del modo conocido. Las flechas
direccionales, gque se indican en la figura 3.3, no se sefialan, en los dibujos de in-
genleria, pero se han reflejado agui para facllitar lo que se indica.

Flg. 3-3. Situacidn del punto A con relacién al punto O.

3-2, Mapas y situacién de una linea

Cuando una parte de la superficle de la tlerra tiene que ser representada,
se emplea un mapa, que es realmente un dibujo de una sola proyeccldn, la
horizontal., Aunque se emplean muchas clases de mapas, el mapa topografico
es &l que nos muestra, en gran escala, la forma exacta de la superficie de la
tierra v es de gran importancia para el ingeniero.

En la figura 34, estd dibujada la proyecciéon de un terreno en su forma mas
gencilla, tal como apareceria un mapa, Vemos una serle de lineas de contornos
cerrados, cuyo conjunto representa una colina. Cada una de estas lineas, de
formas Irregulares, viene a ser como una linea imaginaria de la superficie de
la tierra que uniera los puntos de la misma cota o altura. Los nameros gue
aparecen sobre estos contornos indican la elevacion, en metros, gue tienen esos
puntos sobre el nivel del mar, y asi en una sola proyeccldon guedan reflejadas
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el mapa. 8i conslderamos 1a linea orar & partlr de este punto hallado a4r for-
maria un angulo de 80" 80, con la direcciéon norte: lgual al anterior, por ser
iguales los dngulos Norar y OrQarar.

Para comprender mds facilmente la forma de la colina que hemos visto en
la representaclon altimétrica con curvas de nivel, de la figura 3.4, se repre-
senta también el alzado de perfll. Aunque realmente no se suele emplear esta
proyeccién vertical, ya que la proyeccléon horizontal proporciona toda la in-
formacion necesarla,

3-3. Sitvacién de una linea

Una linea recta se determina, generalmente, designando sus puntos extre-
mos: pero otros dos puntos cualesquiera. la determinarian lgualmente en direc-
clon ¥ posieion. Por lo tanto, para fljar una linea es necesarlo solamente de-
terminar dos puntos cualesquiera de la misma. Para mayor brevedad, en lo
sucesivo, la palabra sencllla de linea nos dara a entender que es linea recla.

— ]
T
0.5cm ESE
a,
- I "?5 ! o
] Bc - 51 ‘
F F
~ j
3 —e l I:" /..-"'
Punto dodo A ] Punfo dode A —[
| 1
b |
\\ f,,r”'l,

(@) ®)

Fig. 3+5. Situacién de una linea recta.

Veamos la figura 3:5(a), en la que suponemos, por ejemplo. se da la posi-
cion del punto A ¥ sabemos que el punto B estd a 1.5 cm a la derecha de
A, 0,6 em detris de 4 ¥ 1 cmm mas bajo que A. Entonces, en las provecclones
horizontal y vertical, partiendo del punto A, podemos situar facilmente el pun-
to B. Obsérvese, de nuevo, gque las medidas referentes a la altura —arriba
o0 abajo, mas alto o mds bajo— nunca se pueden medir en la proyeccion hori-
zontal y si en las proyecclones donde aparece esa elevaclon., La linea AR que-
dard ahora facilmente construida, pues bastarda unir los puntos 4 v B de cada
proyeccion.

Puede también trazarse una linea recta como se indica en la figura 3.5(b).
Supongamos, como anterlormente, que se nos da la poslelon del punto 4 en
esa fgura. Sabemos también que el punto B estd sobre una recta situada
a 75" 8S8E del punto 4. El punto B dista 2 em de A, y estd 1 ¢m mas elevado
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81 las proyecclones horlzontal y vertleal de una linea son perpendiculares
a la linea de referencla, decimos que la linea estd de perfil, como la que vemos
en la figura 3.6(b). 81 se observan las proyecclones horizontal y vertical de CD,
en ambas rectas aparecen los puntos R y S, por lo cual podemos suponer gue
pertenecen a esa recta, pero al comprobar la proyecclon lateral derecha, vemos
gue el punto R no pertenece a la referida recta, pues todo punto gue perte-
nezea a una recta debe aparecer sobre ella en todas sus proyecciones. Cual-
guler proyeccion nueva —menos la Inferior o la posterior— como la auxiliar A4,
nos demostraria igualmente que el punto R no pertenece a la recta CD.

3:5. Situacién de un punto en una linea por sus coordenadas

8i sabemos ya gue un punto pertenece a una linea dada, entonces es su-
ficlente una coordenada para determinar su poslelon en esa linea., Por ejemplo,
en la figura 3-71a) suponemos que el punto X pertenece a la linea AB, y sabe-
mos ademas que estd situado 1 em a la derecha del punto A. Bastari trazar

b,
| 2
I
e
N i r M3
F lbs F g,l } a
075 cm 4
™ a be F
o = 'L'r’* ale 7
b, =

(e) (b) (c)

Fig. 3-7. Situacién de un punto sobre una linea por coordenadas.

una paralela, a 1 ¢cm a la derecha del punto A, quedando localizado el punto
X en xr y xr, y asl resuelto el problema.

81 el punto X tlene gque estar 0,5 em detrds del punto A, entonces en la
proyeccion horizontal se trazara a partir de ar una paralela a la linea de re-
ferencla que esté situada detris del punto 4 El encuentro de esta linea con
arbr es el gue determina la proyeccién r+ del punto X. La proyeccion vertical
Ip, de la figura 3.Tib), tlene que estar exactamente debajo de Ir.

En la Mgura 3-Tie), sabemos gue el punto X de la linea de perfil AB, estd
situado a una distancla de0,75em debajo del punto 4, tenlendo ast determinado
el punto rp. Conslderamos una vista auxiliar, tal como la R, y hallamos Tp.
Entonces no tenemos mas gue trasladar la distancia d, a la proyeccion hori-
zontal para tener el punto Tr.

El sigulente teorema nos serd valloso para los problemas del tipo que aca-
bamos de estudiar:
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Un punto cualguiera situado sobre una linea la divide en dos segmentos
cuya proporcidn o razén es siempre la misma en todas las proyecciones
de esa linea.

Asl, si el punto X estd en la mitad de la linea AB, entonces los puntos
Ir, rp ¥ rg estardn en la mitad de sus lineas respectivas. Con este teorema
se determina un punto, en una linea de perfll, sin necesidad de tener que tra-
zar una proyecciéon nueva, 81, por ejemplo, en la flgura 3.T(¢), el segmento
rrbp es exactamente un terclo de apbr Se determinaria rr tomando simple-
mente rrhr como un tercio de arbr. 8in embargo, ¥ en general, a menos que la
divisién de la linea sea muy sencilla ¥y convenlente, es mejor emplear la proyec-
cidén auxiliar.

PROBLEMAS. Grupo 5.

§+6. Longitud verdadera de una linea (proyeccidon fundamental, tipo )

La longitud verdadera de una linea es la distancia real gue existe entre sus

b, & h
L 3 W s "
e thkj n
S S o A T 11
F F F F F
i (Pcrufl.fu he mh":t_l
o . e f A Oy e Ae
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Ib, s nel—=3—%,
VERTICAL HORIZONTAL HORIZONTAL FRONTAL PERFIL
(=) (b) () (d) (e)

Fig. 38. Lineas principales.

dos puntos extremos. El lector podra representar una linea mediante un lapiz
colocado en poslclén ineclinada delante de él y entonces varlando estas posicio-
nes puede ir determinando las proyecciones correspondientes. Verd, en segui-
da. que para ver la longitud total y real del laplz, el observador tlene que
mirarlo en una direccion perpendicular; es decir gue los extremos del laplz
tienen que ser equidistantes del ojo del observador. 81 uno de los extremos del
laplz esti mas alejado del observador que el otro, el laplz aparecerdi necesa-
riamente mds corto de lo que realmente es,

Las lineas que se indican en la figura 3.8 se llaman linegs principales, porque
cada una de ellas aparece en su verdadera longitud en una de las dos proyeccio-
nes prineipales. La linea vertical (a) es perpendicular a todas las lineas visua-
les horizontales v por ello aparece en su verdadera longitud (L.V), en la
proyeccion vertical. Todas las lineas horizontales (b)) y i¢), iguran en su ver-
dadera longitud en la proyeccion horizontal, porque ambos extremos de la linea
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estardan slempre equidlstantes de la mirada que hacla abajo dirija el observador.
Una linea inclinada nunca puede aparecer en su longitud verdadera en la pro-
vecclon horizontal, pero sl es una linea frontal se ve en su longitud verdadera
en la proyeccion vertical, como en (d), ya que esti contenida en un plano pa-
ralelo a la linea de referencia; o también si la linea es de perfil, es declr si
estd en un plano de perfil, como en te), aparece en su longitud real en la
proyeccion lateral. Si la linea es oblicua o de inclinaclén cualguiera, no apare-
cerd en su longitud real en ninguna de las tres proyecclones principales. En
general, una linea apareceri en su longltud verdadera si en cualquier proyec-

<
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Poralel
ralerat Paralelas

Fig. 3-9. Verdadera longitud de una linea.
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cion adyacente los extremos de esa linea estdn a la misma distancla de la linea
de referencia o del observador.
La regla slguiente, en dos apartados, resume las observaciones Indicadas.

RecLa 6. REGLA DE LAS LONGITUDES VERDADERAS,

a. Si una linea aparece como un punie en una proyeccidn, figurard en su
verdadera longilud en cualguier proyeccion adyacente en donde esa li-
nea aparezca perpendicular a la linea de referencig comin.

b. Si en una proyeccidn una linea es paralela a la linea de referencia, apa-
recerd en su verdadera longilud en la proyeccion adyacente.

Cuando una linea es oblicua, como vemos en la figura 3.9, ¥y en las proyec-
ciones principales no aparece en su verdadera longitud, entonces seri necesa-
rio trazar una proyeccion nueva para determinar su longitud real. Dado que la
linea agby no es paralela a la linea de referencia T-F. tenemos gue la linea
arbp mo expresarda una longitud real; y del mismo modo la linea apby por no
ser paralela a T-F Indicard que la linea arbr tampoco es indice de longitud
verdadera (regla 6.b). Pero si se traza una proyeccion nueva, tal como la A
adyacente a la horizontal, ¥ cuya nueva linea de referencla T7-A sea paralela
a arbr, entonces la nueva linea obtenida asb, nos indicara la verdadera lon-
gitud de esta linea. También se puede dibujar la proyeccion nueva adyacente
a la proyecciéon vertical.

Se han trazado las dos proyecclones B y C, adyacentes a la vertlcal, aunque
solamente en la proyeccion B figura la linea asbpy en su verdadera longitud,
por ser la linea de referencia F-B paralela a arbp. La linea ache no indica la
longitud real v debe ser méas corta, pues al proyectarse una linea las medldas
nunca aparecen mas largas de lo que realmente son. Sin embargo si se parte
de esta proyeccldn C trazando otra proyecclén adyacente D cuya linea de re-
ferencia C-D sea paralela a achbe., se obtendri la linea apbp de longitud real.

En resumen:

81 en cualquier proyeccion se iraza una linea de referencia paralele a una
linea pertenecienle a la misma, entonces en la nueva proyeccidn adya-
cente aparecerd dicha linea en su verdadera longitud.

En el campo de la ingenleria es necesario, frecuentemente., determinar dis-
tanclas reales en metros o centimetros, de elementos estructurales o de maqul-
naria tan varindos como: cables inclinados, tensores de alambre, vigas., distan-
clas a los centros, etc. El método grafico que se ha deserito en este articulo, es
un medlo rdpido y sencillo para obtener las longitudes sin deformaclon, slem-
pre que el grado de precisiéon requerldo sea factible con la escala del dibujo que
ge trate. 81 tenemos un dibujo trazado a escala 1/100, un error en ese dibujo
de 1/2 mim equlvale a un error de 50 mm en la estructura real. 81 un error de
esta magnitud no es tolerable entonces deberdi aumentarse la escala del dibujo
ien escala 1/10, el error de 1/2 mm supondria solo un error real de 5 mm) o
bien calcular matematicamente esa distancia real, como se indica en el articu-
lo A-28 del Apéndlce.

En los articulos sigulentes se demostrarid que solo existen cuatfro tipos de
proyecciones que sean verdaderamente importantes. La proyeccion guoe nos re-
presenta una linea en su longitud verdadera, es la primera de estas cuatro pro-
yvecclones importantes, pero puesto gue dichas proyecciones se estudiaran y em-
plearan ordenadamente, ahora solamente las enunciaremos.
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colocado. El dngulo de pendiente de la linea OA, por ejemplo, podrd determinar-
se s miramos en direccién de la flecha horizontal F ya gue de este modo en
la proyeceltm vertical apareceri el dngulo de pendlente de la linea O4 en su
verdadera magnitud. Pero cuando la linea visual es perpendicular al plano del
angulo de pendiente, serd tamblén perpendlcular a esa linea 0A y en conse-
cuencia la referida linea aparecerd en su longitud verdadera al mismo tiempo
en que el dngulo de pendiente figurard con su valor real. Por esa razdn, en esa
proyecelon vertical, las lineas OB y OC no estdn en su longltud real, nl sus
respectivos angulos X e ¥, en su amplitud verdadera.

Para hallar la pendiente de la linea OB habrd que determinar una proyec-
cion nueva cuya linea wisual colnelda con la direceion de la flecha A. Puesto
que la flecha A4 es horlzontal, la nueva proyecelén debe ser una proyeccléon ver-
tical y debe mostrar la linea OB en su verdadera longitud. Todas las proyec-
clones adyacentes a la horizontal son proyvecclones verticales (art. 2.5), por ello
se trazard una linea de referencia T-4 paralela a orbr la gue entonces apa-
recerd en su longitud exacta o4b4 . En esta proyeccléon el plano horizontal del
esquema aparecerd como una linea paralela a la linea de referencia T-4 y el
dingulo de pendiente es el gue forma ese plano horizontal con la linea 0.b,.
Para observar la vista 4 en su posielon natural, deberiamos girar el dibujo po-
niendo horizontal la linea gque representa el plano horizontal, v al mismo
tiempo la flecha indicaria su posiclion vertical.

La pendiente de una linea de perfll, tal como la OC puede ser hallada del
mismo modo, con la excepcion de que en este caso, tanto la proyecclon hori-
zontal-adyacente, como la vertical-adyacente pueden utilizarse, ya que en la
proyeccion alzada la linea apareceri en su verdadera magnltud. Notese, sin
embargo, que en un plano vertlcal-adyacente en proporcion alzada, tal como
una proyecclon R, el plano horizontal es perpendicular a la linea de referencia
F-R: en la proyeccion horizontal-adyacente, el plano horizontal es slempre pa-
ralelo a la linea de referencia.

De las consideraciones anteriores se puede deducir la siguiente regla:

ReGLa 7. REGLA PARA DETERMINAR LA PENDIENTE DE UNA LINEA. El dngulo de
pendienle de una linea puede verse en su verdadera amplilud solamente
en una proyeccion elevada, en la cual la linea figura en su longitud real.

Es preciso prestar atenclon a los reguisitos de esta regla. Para una linea

b,

dada, segun vimos en el articulo 2.5, se pueden
trazar Infinitas lineas visuales perpendiculares a
la misma, con cuyas proyecclones apareceri esa
linea en su verdadera longitud, pero sdlo en una
proyecclon de punto de vista elevado, horizontal
¥y adyacente, aparecera el angulo de pendlente en
su valor verdadero

Asl en la figura 3.9 hay tres proyecciones di-
ferentes con la verdadera longitud de AB, ¥y dni-
camente en la horizontal de punto de vista ele-
vado el dngulo de pendlente es el exacto.

Este angulo de pendiente generalmente se mi-
de en grados, pero tamblén es corriente en la

practica técnica.sobre todo en la construcclon de Fig. 3-11
carreteras ¥ ferrocarriles, expresar el declive en ) !

tantos por clento.

Linca con un declive
de un 25 por ciento.
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Fig. 3+12. Trazar las proyecciones de una linea de longitud conocida con inclinacion
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a partir de a4 los 112 metros dados como longitud verdadera de la linea obte-
niendo el punto by, ¥ con ello la proyeceldén horizontal solicitada.

Fase 4* Completgr las proyecciones horizontal y vertical,

Se traza por by una paralela a aray hasta que corte a la paralela trazada
desde ar a la linea de referencia T-A, obteniendo el punto br. El punto by tiene
que estar precisamente debajo de br ¥ a la misma distancia y de T-F que
by de T-A. Con esto se ha completado la vista o proyeccion vertical al lograr
las dos proyecciones de AB deseadas.

PROBLEMAS. Grupo 7.

3:9. Trazar la proyeccién de una linea figurando como un punto (tipo II de pro-
yeccidn fundamental)

Ya en la figura 1.14 vimos que una linea podia representarse por un punto,

Lo

——Punto de wisto
%by de lo linea AB

2~

c
Punto de vista
Qﬁm AB
lﬂnb

Fig. 313, Linea representada con un punto.
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en cualqulera de las proyecclones princlpales, Hasta clerto punto tal proyeccién
podria llamarse «Proyecclén de punto» de la linea. Para que una linea se repre-
sente como un punto es preciso que los rayos visuales del observador sean para-
lelos a esa linea; el extremo mas alejado de la linea tiene que aparecer colocado
precisamente detrds del extremo mdés cercano. Babemos por la regla 1+ que las
proyecclones adyacentes tlenen que tener slempre perpendiculares sus lineas o ra-
yos visuales; por eso en la proyecclén de punto las lineas visuales, para cual-
quler proyecclén adyacente, tendrin que ser perpendiculares a la linea dada.
Es decir gque todas las proyecclones adyacentes a una proyecclén de punto re-
presentan a la linea en su verdadera longltud; la misma regla 6. expresaba ya
esta condlelén,

En la figura 3.13 vemos como cualquier linea, inclinada oblicuamente, en dos
proyecelones podemos hacer que se convierta en proyecelon de punto. Como
en las proyecciones dadas, horizontal y vertical, no viene representada la linea
en su longitud real, no es posible gue en las proyecciones adyacentes a esas
exista ninguna que sea proyeccion de punto. Partiendo de la proyvecelén horl-
zontal, y por una linea de referencia T-4 paralela a arby trazamos la proyec-
clon auxiliar 4, en la que ayby representa la longitud real de la linea AB. S!
gueremos gue los puntos 4 y B aparezean sobrepuestos, en la proyeceidn, tra-
zaremos una linea de referencia A-B que sea perpendicular a asbs, como lon-
gitud real. Los puntos ag.bp apareceran unidos a una distancia © de A-B igual
a la de la vista anexa o proyeccion horizontal T. Con esto logramos que la linea
AB figure en proyecclon de punto. En forma semejante la proyeccion E da lon-
gitud real de AR y la proyeccion auxiliar G, perpendicular a £ nos proporclona
nGt.rn proyecclon de punto. Obsérvese la distancla y en las proyecciones anexas

¥y F.

Es Interesante observar gue aunque las proyecciones de punto, B v G, se
han obtenido de diferentes juegos de proyecciones, occupando posiclones distin-
tas en el papel, en realldad son proyecclones ldéntleas; como sl un observador
mirase la linea de B hacla A. Pero como las lineas de referencia A-B v G-E han
sldo colocadas al extremo opuesto de la linea de longitud verdadera, entonees
se observa la linea de A hacia B. Para el propdsito de medir lineas, u otras
aplicaclones, esta figura es muy atil.

Las proyecciones H y K han sido construidas unicamente para recalear que
una proyecclion de punto no se puede lograr, directamente, de una proyeccion
oblicua de una linea,

Las proyecclones A, C v D demuestran la validez general de la regla 6.*, pues
se observa que todas las proyecciones adyacentes a una proyeccléon de punto, de
una linea, la representan en su verdadera longitud.

La posibilidad de que cualguler linee dada pueda representarse en la pro-
yecclon por un punto, proporciona un medlo poderoso ¥ fundamental para Ir
avanzando en nuestro conocimiento. Una proyecclon de esta clase es la se-
gunda de los cuatro tipos de proyecclones fundamentales,

Recra 8 REGLA DE LOS PUNTOS DE VISTA. La visidn de un punto, de una li-
nea, en una proyeccion que sea adyacente a olra proyeccidn en la que
esa linea figure en su LONGITUD VERDADERA, indicard gque los rayos visuales
§0n PARALELOS a efa linea dada.

PrOBLEMAS. Grupo 8.
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3:10. Lineas paralelas

Como ya se ha examinado el tema de las proyecciones de una simple linea,
de variadas caracteristicas, vamos ahora a conslderar las relaciones diversas
de dos lineas rectas en sus proyecclones. Dos lineas rectas pueden ser: para-
lelas, cortarse y cruzarse, La flgura 3-14 sefiala slete proyecciones diferentes
de un par de rectas paralelas, AB y CD, las gue siempre aparecen paralelas,
menos en dos casos. Estos dos casos de excepelén son las provecclones D y B.
En la D las lineas colnciden, ¥ la B es una proyeccldén de punto. Aunque la
coincidencia es un caso particular de paralelismo, y dos proyecciones de punto
indican que ambas lineas tlenen la misma direccion, podemos deducir:

4

Lo linec AB es parolela o la CD

Gy

Distancio verdodera |

enfre los lineas 3
AB y CD

Fig. 3+14. Lineas paralelas.

Recra 9. REcLA DE LIiNEAS PARALELAS. Las lineas paralelas se mostrardn tam-
bién paralelas en todas las proyecciones.

Esta propledad del paralelismo le es muy util al dibujante, al servirle de
medio en las diversas proyecciones para descubrir errores e inexactitudes, aun-
que tenga que reconocer con exactitud las lineas que sean realmente paralelas.
81 dos lineas se revelan como paralelas en dos proyecciones adyacentes, es que
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entre ellas, flgurando esta distancia en la proyecclén en que las paralelas en
su longitud verdadera, y con una linea de referencia perpendicular a esas para-
lelas se proyectan en puntos, slendo la distancia entre estos puntos la que existe
enu:i]:nralelu. En la flgura 3-14 es la distancia que hay entre los puntos aghp
Y Culpg .

3-13, Lineas que se cortan

81 dos lineas se cortan el punto de interseccion de las dos tiene que flgurar
en ambas lineas en todas las proyecclones. Asi en la figura 317 (a) las lineas
AB y CD se cortan en el punto X, porque rr Interseccién de arbr y crdr estd
colocado exactamente enclma de zr que es la Interseccion de agby y crdp,

En la figura 3-17 (b) las lineas erfr ¥ grhr se cortan horizontalmente en
el punto yr pero al trazar la paralela por este punto no cae simultineamente
en las proyecclones vertlcales erfr y grhr . las cuales parecen cortarse en el

& Se don lo linea AB dl Se don o linea AB
\nr y ¢l punto C ' y ol punte C
N o b
I
\‘ |
r 8y
—_—T |\ | T_1 4
F F e x
ps bW
F a, |
= R
d ol
h ht
(a) (b)

Fig. 3+16. Linea que, pasando por el punto C, es paralela a la linea A B.

punto zr, pero en realldad se cruzan en este punto, pues al trazar la paralela
hasta la proyeccién horizontal tampoco se proyecta en las dos proyecclones ho-
rlzontales mencionadas en un solo punto. Es decir, que estas dos rectas al no
tener ningin punto comin; lo que hacen es cruzarse, pasando la linea EF so-
bre la GH y delante de ella.

En la figura 3:17 (¢), ¥y por el mismo método, vemos que el cable se cruza
con la tuberia pasando enclma de ella en el punto ry, ¥y detris de la misma
en el punto sp. La distancia entre cable y tuberia puede ser determinada por el
meétodo del articulo 3-17.

En la figura 3.18 se indlea que las lineas que se psesentan de perfil requieren
un método especlal, para darnos cuenta sl las lineas se cortan o no. En la fi-
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3:14. Lineas perpendiculares

Dos lineas se pueden cortar formando un angulo cualquiera, y cuando se en-
cuentran perpendicularmente, que suele ser con frecuencla, gozan de prople-
dades especiales que convlene estudiar con detenimiento, A este objeto conslde-
remos un examen seénclllo de lineas perpendiculares, una rueda con radios y su
eje. Cada uno de los radios es perpendicular al eje en un punto comin, que es el
centro del cubo.

-—F'-'--'---_'_!J J
_‘_\cﬁ‘,_f L

z
_,,-3-(""""#7"

— .

Fig. 3+19. Prueba para demostrar la interseccién de dos lineas.

En el grifico de la figura 3-20 se presenta el eje CD en posleléon inclinada,
que en las proyecciones horizontal y vertical se refieren a la linea central del
mismo. 81 viéramos a la rueda con los rayos visuales que indiea la flecha B,
paralelos al eje de la rueda, entonces este eje se representaria por un punto
y los rayos de la rueda se verian en su longitud verdadera. Pero antes de hacer
la proyecclén B, un dibujo de multiples proyecclones hay que representar
al eje en su verdadera magnitud, como se hace en la proyeceldn A (regla 8).

En las cuatro proyecciones-de la figura 3-20, se han trazado la linea central
del eje ¥y ocho radios de la rueda, representada por un circulo, formando cuatro
didmetros, En la proyeccldén A, colnclden en direceidm en una linea los cuatro
didmetros, y al ser la linea de referencia T-4 paralela al eje debe aparecer en
su verdadera longitud, .perpendicular a la direccién de todos los didmetros, el
referido eje. Al trazar la proyecclén B, con la linea A-B paralela a todos los
dldmetros, éstoy apareceran en su longitud real, y el eje proyectado en un pun-
to. Por allneaciéon y similaridad (en general el autoer acompafia los gréificos
con las explicaciones reducidas del texto, pero cuando no hay confusién posible
se pueden omitir, lo que también puede hacer el estudiante) podemos localizar,
en las proyecelones horizontal y vertical, cualquier diimetro elegido al azar en
la proyeccién B tal como el 1-2, al situar los puntos 1 ¥y 2. Lo mismo podemos
ir situando los demdas diametros 3-4, 5-6, 7-8 desde la proyecelén A a las prin-
cipales. En estas proyeccliones horlzontal y vertical, donde el eje CD no figura
en su verdadera longitud, no se debe olvidar que es perpendicular a los cuatro
diimetros resefiados.

El diametro 1-2, selecclonado al azar, no figura perpendiecular a CD en nin-
gung de las dos proyecciones principales.

El didmetro 3-4, en la proyecclén horizontal colnclde con el eje CD, ¥ en
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la vertical no aparece perpendicular a ese eje.

Los didmetros dichos demuestran que al proyectarse un angulo de 90°, en
las proyecclones fundamentales, puede figurar con valor cualquiera en grados
desde O & 180°.

El didmetro 5-8, en la proyeccién 4, figura como un punto, luego en la pro-
yeccldn horizontal-adyacente tiene gque presentarse en su verdadero tamafio y
ser perpendicular a la linea de referencla A-T, y por estar en su verdadero ta-
mafio en la proyecclon horizontal, en su adyacente-vertical tendrid gue ser, este
didmetro, paralelo a la linea de referencla T-F (regla 6*). En la proyecclon
horizontal, este didmetro 5-8, es el unico gue se muestra perpendicular al eje
CD, ¥y en su verdadera magnitud.

El didametro 7-8, que en la proyeccléon horizontal se ha selecclonado para ser
el paralelo a la linea T-F, estard en su longitud eracta en la proyeccidon vertical
y serd aslmismo perpendicular al eje CD.

Resumamos ahora las observaclones anteriores:

1. Cuando el eje se muestra, en la proyeccion 4, en su longitud verdadera,
todos los radlos al serle perpendiculares colncldirin en la misma direccién y
en dngulo recto con el efe.

2. B8l cualguier radio se presenta en su longitud real, formara tamblién con
el eje un angulo recto,

3. Las excepciones a lo indicado, en 1 y 2, tlenen lugar cuando el eje se re-
presenta como un punto en la proyecelén B, o cuando un radlo se nos muestra
como un punto, como O-5 y O-6 en la proyeccion. A.

La regla general para las lineas perpendiculares se puede enunciar asi:

Recta 10. REGLA DE LINEAS PERPENDICULARES. Lineas perpendiculares son
aquellas que, en alguna proyeccidn, aparecen como tales perpendiculares
vy, ademds, una o las dos aparecen en sU LONGITUD REAL, 0 Sed gue en una
proyeccion adyacente una de las lineas, por lo menos, ha de ser paralela
a la linea de referencia comun.

La excepcléon anotada anterlormente, en el apartado 3, se puede suprimir en
la regla anterior, ya que sl una linea se nos representa en su longitud verda-
dera y la otra como un punto, ello es indice de perpendicularidad.

La inversa de la regla 10 es también cierta: 81 en cualquier proyeccléon dos
lineas se muestran perpendiculares y ademads, una o las dos, miden su verdadera
longitud, es sefial que las rectas en el espaclio son reaimente perpendiculares.
En la figura 3.21, por ejemplo, se presentan ecinco tridngulos diferentes con 4n-
gulo recto, blen en una o en las dos proyecciones,

Para saber qué lineas son realmente perpendiculares en el espacio bastard
cerclorarse si una, por lo menos, de las lineas gue forman el angulo recto tienen
su longitud verdadera; serd suficiente que cualquiera de esos dos lados, que
forman el angulo de 90", sea en la otra proyecclon paralelo a la linea de refe-
rencia. Be verd que los angulos rectos de los tridngulos ta) ¥y (e), no lo son
en realidad en el espacio.

3:15. Trazar a una linea en un punto dado de ella una perpendicular

Como a2 una linea, en un punto de ella. se pueden trazar infinitas perpen-
diculares, para tener una solucion, unicamente, se preclsaréa que se indiguen
otras condiclones especlales que tenga que cumplir. Si la perpendicular solici-
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tada se da solo en una proyecclon, como en la figura 3-22 (a), entonces su posi-
clén se puede determinar con arreglo a la regla 10, trazandola en la proyec-
cion adyacente. Al no ser, en la proyeccion vertieal, agcr perpendicular a
apbp Indica tenemos gue buscar otra proyecclén en gue apareclendo ambas li-
neas perpendiculares, una de ellas tenga longitud verdadera. Podemos em-
plear varlos meétodos resolutivos.

IS NN

S J ~
3 1 'rl rl—"r atl ¢ b IcF
‘? s 8 : ': | Jo° 'P
: e c; l:l; a;
(8) (b) (e) (d) (e)

Fig. 3-21. ;Cudles son los tridngulos rectangulos en el espacio?

El primer método a emplear se indlca en la flgura 3.22 (b), donde se ha
trazado una linea de referencia F-A paralela a aphy, con lo cual en la proyec-
cién A la linea a,b, expresard la longitud verdadera de AB en el espaclo, y
ademas al trasladar apcep , por ser perpendiculares las lineas dadas, a la pro-
yecclon 4, se tendra que a,c4 tlene que ser perpendlcular a aaby.

T " gm:

b, I : I'T VA R
/ b,
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!
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L

AC perpendicviar o AB PRIMER METODO SEGUNDO METODO

(a) (&) ()

Fig. 3-11. Perpendiculares a una linea en un punto dado.

Por ¢y se trazari una paralela hacia la proyeccién horizontal, y en ella se
tomard la distancla r de ¢, para tener el punto ¢ ¥ poder completar con
arcr el dngulo recto en la proyecelon horlzontal

El segundo método se muestra en la figura 3-22 (c), en la cual en vez de tra-
zar la linea de referencla auxiliar paralela a AB en la proyeccién vertical lo
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empalme se une a la tuberia con una conexién corriente en © a 90°. Hay que
determinar l1a longitud de la tuberia de empalme, y situar el punto X donde
se unen las tuberias.

ConsTRUCCION. La longitud de la tuberia solicitada es perpendicular a la
tuberia general, y, por lo tanto, la distancia mds corta desde punto C a la
linea AB. Se traza una proyecclén auxiliar 4 adyacente a la vertical (lo mismo
se puede hacer con proyeccién adyacente a la horizontal) con linea de refe-
rencia F-4 paralela a la linea dada, para asi representar a esa linea dada en
su longitud verdadera. S8e halla ¢, y desde él se traza la perpendicular ¢4 x4,
con lo cual se conoce x4, Tr ¥ Tr, pudiéndose ya tener tres proyecclones de la
distancia minima solicltada CX. Pero ninguna de esas tres proyecclones da su
longitud verdadera, bastando para encontrarla trazar una linea de referencia
AB perpendicular a la linea asbs, ¥y al hallar la proyeccién auxiliar B tendre-
mos una proyeccién de punto, al proyectarse asby en un punto azbp , apare-
clendo ya la distancla verdadera de cy x5, como linea mds corta entre el punto
y la recta.

OeservaciON, Pero para encontrar el angulo de pendlente o inclinaclén
que tiene CX con la horizontal, es preciso hacer la construcecién indicada, de
proyecclon adyacente, no en la proyeccién vertical mencionada sino en la ho-
rizontal, como ya se indicd oportunamente, Por ello se construye la proyeccion
C, adyacente a la horizontal, y asi se tiene en su valor el 4ngulo de inclinacién
del empalme referido con relacion a la horizontal

PROBLEMAS, Grupo 11.

3+17. Trazar la linea mis corta entre dos lineas que se crucen (método lineal)*

La linea mds corta gue une dos lineas que se cruzan (nl se cortan nl son
paralelas) es la perpendlcular a esas dos lineas dadas. La determinacldn de
la longitud y de la posicion de esa perpendicular es un problema muy corrlente
en la Ingenleria. Cuando dos tuberias que se cruzan tlenen gue unirse por una
tercera, se desea emplear solamente tuberias de slmples Tes, en dngulo recto,
y recodos, para usar la tuberia mas corta posible. Dos tineles pueden unirse lo
mis econdmicamente posible empleando el tinel mds corto. La distancia gque
separa alambres atirantadores, conductores eléctricos, cables de mando, arrios-
tramlentos, etc., tiene que ser verificada para hallar slempre la distancia més
corta entre esos elementos.

Awnirisis, Como la distancla solicitada tlene gue ser perpendicular a am-
bas lineas, sl una de ellas se representa con su verdadera longitud al proyec-
tarse perpendicularmente, con otra proyecclon auxiliar, ¥ quedar reducida a un
punto, bastarid solamente encontrar la distancia entre ese punto y la otra
otra recta. Por lo tanto:

Representemos una de las lineas que se cruzan en su longitud verdadera
v luego ésta en un punto.

ProeLEMA. La flgura 3-24 expone las proyecciones horizontal y wvertical, de
un cable de mando del timén de direcelén de un avion y el arriostramiento
zercano del fuselaje. Las lineas centrales de esos elementos se representan

* Para otro método véase el articulo 4-21
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agui por AB y CD, que se cruzan tenlendo que encontrar la minima distancia
entre estas dos lineas.

Fase 1. Construir las proyecciones necesarias.

Una de las dos lineas tiene gue mostrarse en su longltud verdadera y luego
como un punto. La proyeccléon auxiliar, con linea de referencia paralela a una
de las lineas dadas, puede trazarse adyacente a la proyecelén horlzontal o a la
vertical. En la figura 3-24 y con la proyeccldén A se dibuja AB en su verda-
dera longitud, en asbs , slendo perpendicular a ésta la minima distancla pe-
dida. Con la proyeccion B la linea AF gueda proyectada en un punto, agbs ,
luego la distanecia xsyp, entre las dos lineas dadas, es la solicitada.

Fase 2. Trazar esta linea mds corta en las proyecciones dadas.

Una vez hallada la distancia minima es preclso dibujarla en las proyec-
clones de las lineas dadas. Por allneacién se encuentra y., ¥ 1a perpendicular
T,ya serd la distancia mas corta en la proyeccion A. Y trazando paralelas
desde esta proyecclon A, podemos hallar Xryr ¥ Zryr. El Ir localizando pun-
tos ¥ lineas por alineaciones sucesivas podria acarrear ir acumulando errores,
por eso es prudente el ir comprobando las mediclones, desde las lineas de refe-
rencia en las proyecciones anexas. Asi comprobaremos las distancias m, n,
etcétera, en las proyecciones anexas correspondlentes.

PROBLEMAS. QGrupo 12,

3-18. Hallar la distancia entre dos lineas que se crucen, siempre que pase por
un punto determinado

Este problema es senclllamente una variaclon del ya examinado antes, en-
contrar la distancia entre dos lineas que se cruzan, s6lo gque ahora al tener
que pasar por un punto determinado ya no se puede exigir que sea la per-
pendicular entre las mismas. Se suele encontrar este problema en los traba-
Jos de Ingenleria, por ejemplo, cuande es necesario unir dos arriostramientos
con un tercero rigido, al estar fijo en un punto determinado.

ANALISIS, Hay que trazar una proyecclon auxillar en la gque una de las
lineas se exponga en su longitud verdadera, para que en otra se reduzca a
un punto. ¥ en esta ultima, la linea que se busca ademas de tener gque pasar
por ese punto —resultado de la proyeccldon de punto— tamblén tlene que pasar
por el punto dado como condiclon del problema. Entonces queda ya determi-
nada esa linea. Luego la solucion es:

Representar unag de las Hneas dadas como un punio.

ProeLEMA. Las lineas AB y CD, en la flgura 3-25, representan las lineas
centrales de dos arriostramientos que estdn unidos por un tercero que pasa
por el punto X.

Fase 1, Hacer a pulso cuatro bosquejos de posibles soluciones.

‘Como una linea se ha de representar como un punto, el dibujante puede
escoger cuatro soluclones posibles. La primera linea de referencla puede ser
paralela a arby, erdr, arbr, y crdr. Aunque las cuatro soluciones tienen que
dar la misnia respuesta, el estudiante debe aprender a examinar las diferen-
tes posibllidades, para luego poder escoger. En algunos casos se puede hacer
con suficlente seguridad la estimacién de las nuevas proyecciones. Pero en
otros problemas mds complejos es preciso hacer a pulso disefios, como los
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indicados en la figura 325, los que son a veces una ayuda eflcaz. En futuros
problemas que Implican més proyecciones es recomendable la ayuda de estos
bosguejos.

FasE 2. Situar la linea solicitada en proyecciones nuevas construidas con

exactitud.

La solucién que se indica en la figura 3-25 se ha realizado representando la
linee AB en la proyeecléon A como un punto, hablendo antes proyectado esa
linea en su verdadera longitud en la proyecciéon R. Las direcclones de los rayos
visuales para estas proyeccliones se han tenido en cuenta solo considerando a
la linea AB. Llevindose a las nuevas proyecclones la linea CD y el punto X,
con alineaciones y mediciones.

En la proyecclén A, 1a linea solicitada se ha trazado desde aiba al punto
z4 para cortar a la recta cada en el punto Y4, ¥ por alineaclén tendremos el
punto yg: luego en la proyecelén R la linea que se precisa serd la YaTxrZg,
habléndose encontrado zg al prolongar Yxrz. Y por alineaciéon determinamos
esta linea en las proyecciones horizontal y vertical. En ninguna de las cuatro
proyecciones aparece la linea YXZ en su magnitud verdadera.

PROBLEMAS. Grupo 13.

3-19. Proyecciones principales de los objetos con ejes inclinados

A veces es preciso mostrar, en las proyecclones horizontal y vertical, un ob-
jeto de forma regular no en una posiclén normal, sino Inclinado o Iincluso
vuelto. En general esto se hace fdcllmente, la mayoris de las veces, para los
primeros dlbujos, empleando proyecclones auxlliares jue representan a ese
objeto en la forma mas sencllla, La fAgura 3-26 presenta las fases consecutivas
para la construccion de las proyecclones horizontal y vertical de un prisma
hexagonal Inclinado. (Una tuerca muy corriente y simplificada al omitlr el paso
de rosca y los bordes blselados),

Fase 1. Establecer las proyecciones nuevas gue son necesarias.

Se precisa gue el eje MN del objeto referido colncida con la linea Inclinada
AB, que figura en las proyecclones horizontal y vertlcal, y tamblién gque un lado
del hexdigono como CD sea horizontal, Las proyecciones mas senclllas seran las
que muestren el eje AB en su longitud verdadera y como un punto, slendo el
primer paso dibujar las proyecciones auxiliares 4 y B.

Fase 2. Dibujar al objeto en esas proyecciones nuevas.

Para orientar correctamente el hexdgono en la proyeccion B es necesario
determinar la direccidén del ladoe CD en esa proyeccldn. Como este lado OD
tiene que ser horizontal figuraria en su longitud real en la proyeccién hori-
zontal, y ademas apareceri perpendicular a arybr al ser erpendicular al eje
AB. Como la exacta situacién de CD, en esas proyecciones, no es conoclda em-
pleamos una linea sustituta EF paralela a CD, que la suponemos colocada en
cualquier sitio de las Indicadas proyecclones, que luego trasladamos a las pro-
yecciones 4 y B. Al construir el hexagono en la proyecciéon B el lado e¢pds debe
colocarse paralelo a egfp. Las proyecclones 4 y B, del objeto, dan la impre-
sién aparente, que no es real, de que esas proyecclones auxiliares sean respec-
tivamente horizontal y vertical.

Fase 3. Situar los contornos del objeto en las proyecciones dadas, con los

vértices.

Para dibujar los sels vértices del hexagono, se han numerado estos en la
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Fig. 3-25. Hallar la distancia entre dos lincas gue se cruzan, que pase, ademds,
por un puntc dado.



78 PUNTOS Y LINEAS

proyeccién B y en la A, los gque se han localizado en la proyeccion horizontal,
trazando las paralelas desde la 4 con las medidas de la proyecclon B. Estos
sels vértices por medio de alineaciones y medidas se pasan de la proyeccion
horizontal a la vertical. Para evitar errores y como comprobaclon se verificard
gue las rectas que sean paralelas en el hexdgono slgan sléndolo en todas las
proyecciones,

Fasg 4, Localizar las lineas curvas en las proyecciones dadas.

Los bordes del orificlo de esta tuerca hexagonal aparecerin en forma eliptica
en esas proyecclones horizontal y vertical; para su construeclon se trazan una
serle de puntos sobre el circulo de la proyeccidn B, los que se situarin en la
proyeccion A, para luego —como antes— trasladarlos a las proyecclones hori-
zontal y vertleal, para una vez unidos con curvas suaves dibujar las elipses.
El nimero de puntos que se emplean, toméndolos en el circulo inicial, depende
del radio gue tenga el mismo, varlando de 12 a 24 los puntos gque se toman
por cada circulo, Para facllitar la tarea de construccion, se escogen los puntos
que estén simétricamente colocados con relacidon a los ejes, colneidiendo cada
dos en las mismas alineaciones, paralelas y perpendlculares a la linea de refe-
rencia A-B. Esta linea A-B se supone que se traslada paralelamente a si mis-
ma a la poslcion A'-B’, que pasa por el centro de la proyeccion B; asimismo
la linea de referencla T-A se ha trasladado a la posiclén T'-4°, y los ocho
puntos numerados simétricamente en la proyecclén B se pueden transportar
ahora mucho mejor a la proyeccion horizontal, con relacién a 7-4°, por
medlo de la distancia r, asi como también se llevan a la proyecclion vertieal

La construccién resefiada anterlormente, para trazar las proyecclones prin-
clpales de objetos Inelinados, es evidentemente la més Indicada para cuerpos
de forma geométrica regular; pero el primer sistema de construccién, por sim-
ples proyecclones auxiliares, orlentando al objeto en estas proyecclones, puede
ser aplicado a los objetos de cualguler forma.

PROBLEMAS. Grupo 14.

3-20. Proyecciones auxiliares en una direccién determinada

AnArists. A veces la direceléon visual de los rayos lumlnosos, para una
proyeccion auxillar determinada, tlene gque ser paralela a una linea dada:
la proyecclin que represente como un punto a esta direcclén dada serda la
misma gue muestre al objeto de que se trate en la direcclén deseada. Por lo
tanto:

Proyéctese como un punto a la linea que reprezente la direccidn dada.

Construccidén. En la flgura 3-27 se plde se represente al obhleto dado como
deblera aparecer, sl se le proyectase en una direccion visual paralela a la
flecha. MN. Se traza primero la proyeccién auxiliar A, de direceion visual pa-
ralela a esa flecha, con lo que MN apareceria en su verdadera longitud. Esta
proyeccitn A4, adyacente a la horizontal elevada, muestra en otra posiclén més
conveniente, para la construcclén del objeto, al contorno de la superficle de la
base. En la proyeccidén auxiliar B, en la gue MN se proyecta como un punto, el
observador debe mirarla en la direccion de la flecha hacian arriba, es decir,
desde N hacia M. Esta direccion MN puede ser tomada para cualquler posi-
cion relativa que tenga el objeto; solamente interesan los dngulos R y § que
determinan la direccidn gue ha de tener esa linea dada, para determinar la
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proyeccidon auxiliar correspondliente.

Para contemplar a ese obleto, en su posiclén normal y natural, en las cua-
tro proyecclones dibujadas hay que mover el llbro y mirar al objeto ponién-
dolo, en cada proyeccion, haecla arriba en la direcclén que marca esa flecha,
para darnos cuenta exacta de cada posicién en las cuatro proyecclones. Se gira
en la figura 3.27 hasta que la flecha aparezca vertical, en cada situaclon:
comprobdndose que la proyecclon B es un excelente dilbujo representativo del
objeto dado. Se escogen los Angulos B vy S para contemplarlo en la posieldn
mis ventajosa. Estas proyecclones, tales como la B, tomadas con direcciones
oblicuas, se llaman proyecclones aronométricas. Otros métodos de construc-
clon serin examinados proximamente,

PROBLEMAS., QGrupo 15.

3-21. Proyecciones axonométricas y sus dibujos

Para llustrar las proyecciones axonométricas diferentes que puedan obte-

- \

Fig. 3-27. Proyecciones auxiliares en una direccién determinada.
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en una escala conveniente. La figura 3.29 expone varios dibujos axonométricos
de un cubo en diversas escalas. Cada uno de estos cubos indicados es real-
mente mayor que los obtenidos en las oproyecclones axonométricas, por haber
sido dibujado a una escala sin reduccién, Cuando de las tres dimensiones del
cubo, dos han sido dibujadas a la misma escala y la tercera a otra escala,
entonces el dibujo se llama dimétrico; y sl las tres dimensiones han sido dibu-
jandas a escalas distintas, el dibujo se denomlna trimétrico.

250 s¢  4r2s aras 3
i 1:\
(2) (3) (#)
| I )
I
7 £
|f;:£ % 36° ir,n’ I | IIl“?l"r" f;llj é?‘l’
i (5) ! (6) ' (7)
] 3 by 3
13° 38 _ w%ﬂ 17°0 _ 20046 ,}fi 2316
(8) t (9) | (10) J

Fig. 3-19. Dibujos axonométricos de un cubo.

La tabla que se indica de <«Provorciones de los dibujos axométricos» pro-
porciona el valor de los Angulos R y 8, el de los angulos X e Y, segun la razon
con la que estén trazadas las escalas de las aristas, o lados del cubo, I, v, =
Como se ve en la proyecclén B de la figura 3.28, X es el angulo del eje del
lado lzgulerdo, ¥ es el dngulo del eje del lado derecho, r es el lado lzgulerdo,
v el derecho, v 2 el vertical del eubo Indicado.
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La figura 3-30, como aclaraclén griafica del método referido, presenta la
construccion de un dibujo trimétrico del mismo objeto que se presentd en la
figura 3-27. El tipo de dibujo que se desee se selecciona de los modelos de cubos
presentados en la flijgura 3-29. Para esa construcciéon de la figura 3.30 se ha
empleado el cubo num. (9) de esos modelos. Por la tabla vemos que los an-
gulos visuales son: R de 39°8' y el S de 22°3'. En estas direcclones proyectamos
las tres dimensiones del cubo, r, v, 2. pero con las escalas de reducclén res-
pectivas de 7/8, 3/4, v 1. Bl el lado z es vertical, r estard Inclinado a 170,
con la horizontal, asi como el lado ¥y que formari con esa horizontal un #An-
gulo de 24°46’. Con estos valores para los dangulos de los ejes, iniclamos la cons-
truceidn de la flgura 3.30, partiendo del origen 0O, formdndose los dngulos
dichos.

A continuacién hay que zencasillars el objeto dado, por las lineas de trazos,
en las proyecciones horizontal y vertical de la figura, Esta caja Imaginarla,
gue comprende exactamente al objeto, se puede ya construlr en el dibujo tri-
meétrico del lado derecho, tamblén con lineas de trazos. Los 7/8 de la longitud
orzy € trasladarin al dibujo en el eje OX; los 3/4 de la anchura oryr se
tomardan en el eje OY; y finalmente en el eje OZ, de altura vertical, se lleva
la altura opzp, sin reducelén. Con paralelas a estas tres medlciones se com-
pleta el paralelepipedo del dibujo.

Para facllitar la tarea de reducir las dimensiones del objeto dado a las es-
calas resefiadas, podemos emplear el diagrama trlangular que consta en la
figura 3.30. Se ha tomado una distancia, AB, de longltud mayor que cualquier
medida que se haga en la caja indicada; en el punto B se traza una perpen-
dicular BC que representa los 7/8 de AB; y la distancia BD tomada en esa
perpendlcular representa los 3/4 de AB. Be puede dividir el lado AB en peque-
fias partes, ¥ por las divisiones trazar las perpendiculares. Todas las medldas
verticales gue se tomen en ambos tridngulos, serdan o los 7/B o los 3/4 de las
distanclas horizontales, que =e mldan desde los ples de esas verticales hasta el

PROPORCIONES DE LOS DIBUJOS AXONOMETRICOS

Direccidn de | Angulos de | Escalas
los dngulos | los ejes en | exaclas

Clase de Raz2dn de las visuales los dibujos de
dibujo escalas reduc-

| ' eidn

R l S X ¥

(1) Isométrico [r =1, y=1, 2=1 45° 35°16° | 30° 3o 0.8165
(2) Dimétrico r =1, y=1, 2= 7%, 45 | 48°30"| 36°50"| 36°50" | 0,8835
(3) Dimeétrico [r =1, y=1, z= 17| 45° |61°52" | 41°25'| 41°25' | 00428
i4) Dimétrico |r =%, y=Y.z2=1 45" | 14°2° | 13°38°| 13'38° | 0,9701
(5 Dimétrico |z =1, y=",2 =1 |32'2 | 27°56" | 1620’} 36'50° | 0,8835
(6) Dimeétrico | r=1, y=".,2 =1 | 20°42"| 19°28"| T'117| 41°25° | 0,9428
(T Dimétrico |z =1, y=",2z=1 |13°38"| 13°16'| 3'11"| 43°24" | 0,9733
(8) Dimétrico |z =1, y=".2=1, (1028 | 43°19" | 13°38" | 6244’ | 0,9701
(9) Trimétrico |T =7/.y=Y.z =1 |39°8 |22'% |17°0° |24°46’ | 00269
(100 Trimétrieo |r =7/ .y=*,2=1 |35°38" | 17°67 | 12°28" | 23°16" | 0.8513
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origen, A. Asi GH vale 7/8 de AG,; y EF representa los 3/4 de AE. Y al revés
dada cualguier distancia, que se llevara sobre AB, encontraremos en las distan-
cias verticales correspondientes a la misma sus distancias reducidas de 7/8
o de 3/4,

Una linea oblicua MN del objeto, puede ser trazada en el dibujo partlendo
de las proyecciones, encontrando los puntos M y N, con la ayuda del dlagrama
triangular. El punto M estid sltuado en la superficle superior del objeto, con
las coordenadas a y b en relacién con el extremo ZTr del cuerpo, en la proyec-
clén horizontal, Tomemos en el dibujo, a partir del vértice superior lzquierdo,

Fig. 3:30. Construccién de un dibujo trimétrico.

las coordenadas a' (7/8 de a) vy b’ (3/4 de b) y tendremos el punto M del di-
bujo. Del mismo modo podemos trazar el punto N, que estd en el interior del
paralelepipedo que abarca el resefiado objeto. Para ello medimos en la pro-
yeccion horizontal las coordenadas r y 8, con relaclon al origen or, ¥ en la
proyeccion vertical se mide la altura t. Luego, en el dibujo, se toma r* (7/8 de r),
a partir de O vy sobre el eje X; por el punto obtenldo se traza una paralela al
eje Y, se toma s (3/4 de 8); por ese punto del interior que hemos logrado, ¥ en
direccion del eje Z hacia arriba se mide £, que es lgual a la coordenada ¢ me-
dida antes, tenlendo ya el punto N; obtenlendo con esto la linea oblicua del
cuerpo MN. Del mismo modo podemos Ir trazando los diferentes vértices de ese
cuerpo, ¥ asi complementar el dibujo pedido.

Ahora el lector, con el dibujo completo, puede compararle con la proyeccion
axonométrica B de la figura 3.27. Se ve que son iguales, menos por el tamafo,
ya que, segin la tabla dicha, los Angulos R ¥ S se tomaron por 39°8° y 22°3';
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¥ todas las distancias lineales gue se tomen en la proyecclon B seran 0,9269
de las correspondientes del dibujo trimétrico.

Aungue se ha tratado del dibujo trimétrico, con todo detalle, son los dibu-
jos dimétricos los que se emplean mAas corrientemente, por tener que usar so-
lamente una escala de reducclén. Para los detalles ulterlores de construcclon,
que desee el estudiante interesado, puede consultar muchos textos gue estdn
publicados sobre los indicados dibujos de ingenieria.

PROBLEMAS. Grupo 16.
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mo plano de un modo ligeramente diferente. En la figura 4-1(¢) se han pro-
longado las lineas AC y BC, mis alla del vértice C, formando un par de lineas
que se cortan, que también definen al plano; y de paso se demuestra que los
puntos E y F pertenecen a ese plano, al pasar por ellos la prolongacién de
esas lineas del plano, En la figura 4.11d) por el punto C se ha trazado una
linea CD paralela a la AB, que acaba supuestamente en el punto D, con lo que
se ve que dos lineas paralelas definen tamblén un plano.

Tres puntos que no estén en linea recta, determinan un plano, otros puntos
estarin en ese mismo plano slempre gue unasconstruceion y demostraciéon se-
guras asi lo garantice (véase articulo 4.5). Las lineas que definen un planc son
las paralelas o las que se cortan, ¥ sl estas tlenen su punto de interseccidn
fuera de los limites del papel debera demostrarse que este punto pertenece al
plano, por la construccidon que vimos en la figura 3-19.

a, By

KT :]’
r
>, '
¥t
C 7
ry T
g o F £
x b,

¢ '.f ¥
T
Fig. 4+2. Sitvacién de una linea en un plano, Fig. 4+3. Lineas paralelas situadas en un plano.

4.2, Situacidén de una linea en un plano

81 se da un plano, definido y representado por uno de los meéetodos antes
reflejado, es necesario corrientemente situar otras lineas en el mismo. En la
figura 4.2, por ejemplo, el plano estd definido por los puntos 4, B ¥ C, unidos
formando un tridangulo. La linea rr3r es la proyecclon horlzontal de una li-
nea que debe estar situada en el plano ABC, pero la situacién de rpgsp es des-
conocida.

La linea dada rrsr corta a las lineas arbr ¥ brer en los puntos xr e yr, res-
pectlvamente. Como las rectas AB y RS se cortan en el punto X, del plano
que forman, la proyecclén zr tendra que estar en arbr y exactamente debajo
der Tr, en la perpendicular a la linea T-F desde zr. luego se encontrara en la
interseccion de ambas lineas. Lo mismo encontrariamos el punto ¥, en su pro-
yeeclén yr: asi tendremos la proyeccléon vertleal rpsp de RS.

En la figura 4.3, proyecclén horizontal, la linea rpsr corta a la arbr en el
punto rr ¥y ademds es paralela a bycr. Se halla, como antes, Tp ¥y segun la re-
gla 9, cuando dos rectas son paralelas lo son en todas sus proyecclones, al ser
paralelas BC y RS, bastara trazar por rpuna paralela, rpsp a bpecp.
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clén deseada, en sus longitudes verdaderas.

Lineas horizontales. Supongamos que se pide trazar una linea en un plano
ABC, figura 4.5, debiendo figurar en su longltud verdadera en la proyeccléon ho-
rizontal del plano dado. Para ello se precisara que la linea sea horizontal, y pa-
ralela a la linea de referencia T-F en la proyecclén vertical. Cualguier linea
horizontal, tal como la ¢pmp, se puede trazar en la proyecclon vertical, y en-
contrar myp y myr, proyecclones del punto M situado en la linea AB. Con esto
tendremos la linea e¢rmy, proyeccion horizontal en longitud verdadera de la
linea CM situada en el plano ABC. Podria trazarse otra linea horlzontal en el
plano ABC, més arrlba o mds abajo que la linea CM, tal como la PQ, pero la
proyeccién horizontal prgr tendria que tener la misma direccion que crmye,
o0 sea ser su paralela. Es preferible la linea CM, en vez de la PQ, por ser méds
larga y proporclonar mayor segurldad, y de construccidn mas sencllla por te-
ner que situar solamente un punto, el M.

Lineas en un plano vertical. De forma simllar a la enunciada, si la linea

b

Filg. 4+5. Trazado de lineas horizontales Fig. 4-6. Lineas situadas en un plano
en un plano. vertical.

solicitada tiene gue estar en su longitud verdadera en la proveccldon wvertieal
tendri que ser paralela a la linea de referencla T-F, en la proyecclén horlzon-
tal, como se puede ver en la figura 4.6, Trazando crny se obtlene cgiiFp en
longitud real en la proyeccion vertlcal. Cualquler linea del plato vertical, tal
como RS, tendri que tener en la proyeccién vertical la misma dlreceldn que CN.

Resumen. En general, para situar en un plano una linea que se presente en
su longitud verdadera en una proyeccldn dada, esta linea tendrd que flgurar
en un plano paralelo a la linea de referencia, en una proyecciéon adyacente. En
la figura 4-T7 la linea de perfll BT, que se muestra en su longitud real en la
proyecclén R, se supuso en la proyecclén adyacente vertical, que era paralela
g la linea de referencia F-R. La linea BV, que en la proyeccléon 4 figura en su
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longitud wverdadera, se supuso primeramente, en la proyecclén horizontal, que
era paralela a la linea de referencia T-A.

4.4, Orientaciéon de un plano

La orientacién de un plano es el dngulo de direccién gue tenga una linea
horizontal de ese plano, Este término se emplea por los ingenleros de minas,
y por los gedlogos, para indicar la direcclén o rumbo del estrato o vena, del
filon que se explote de la corteza terrestre. Esto se examina mds ampliamente

b

Fig. 4+7. Trazar en un plano una linea que figure en otro plano en su longitud verdadera.

en el capitulo 12, pero la orlentacion de un plano, en general, se reflere a su
direccion o anguio que forme en proyeccién horizontal.

En la figura 4.8 los puntos 4, B y C representan tres puntos de un plano
dado. Para determinar la direcclon de este plano, supongamos una linea hori-
zontal del mismo, tal como AD. Entonces ardy sera una linea de orientacion
del plano, cuyo é&ngulo de direccion, tanto de esta linea como del plano, es de
65° NE, que se suele poner sobre esa linea, ¥ aunque todas las lineas paralelas
a ésta tlenen la misma orientacldn, se suele tomar esta linea AD, para fijar
la direcclon, por ser la mas larga y de localizacion segura.

PROBLEMAS. Grupo 17.
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4-5.: Situar un punto en un plano

Para situar un punto en un plano dado, el punto debe primeramente estar
sltuado en alguna linea de ese plano. 81 el punto requerido no estd situado en
una de las lineas dadas del plano, entonces alguna linea nueva tiene que su-
ponerse exista el plano que contenga al punto dado, Como- existen un ni-
mero infinito de lineas, en un plano, gque pasan por un punto dado, habrd un
nimero infinito de medios para localizar al punto.

Supongamos en la figura 4.9, que el punto X pertenece al plano de las
lineas paralelas AR y CD, dindonos su proyecclén vertical rp y solicitdndose
la situacién de otra proyeccléon ry. Para ello se traza por Tr una linea
mpnp, en cualquier direcclén, pudiéndose hallar menr. Por zp se traza la

4.
i m—
\

G

Fig. 4+8. Orientacién de un plano. Fig. 4+9. Situacién de un punto en
un plano.

paralela a la direccibn memy ¥ al cortar a menr se tendra rr.

8l suponemos se nos da otro punto yr, por gl cual no es factible trazar una
linea que corte, sin salirse del dibujo, a las paralelas AR y CD, entonces po-
demos unir éstas entre si, por las rectas arcr ¥ brdr, ¥y ya desde yr se puede
trazar resr que se traslada a rpsp, ¥y desde yrse puede encontrar yp.

Consideremos ahora, en la flgura 410, que en el plano de las paralelas AB
y CD estd situada la figura MNOP, se nos damrny orpPry se solicita su proyec-
cion vertical. Por my, Pry Or se trazan paralelas a arbr y crdr, obtenléndose los
puntos rr, 8r ¥y {7, al cortar estas paralelas a la linea arcr, Que une ar y Cr.
A continuaclén se trasladan esos puntos sobre apcp; con lo que se logran las
proyecciones rr, Sp y {p; por estas proyecciones se trazan paralelas a arby
y cpdp. Bastard encontrar sobre esas paralelas y las que se tracen desde mr,
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ny, pr ¥ or, las proyecciones solicitadas de los puntos mp, np, pr ¥y Or. SBlen-
do la recta MN paralela a las dadas. Como comprobacién se puede prolongar la
linen OF hasta encontrar a las AC y CD, en los puntos E y F, cuyas proyec-
ciones ¢r y fr deben encontrarse en la prolongacion de orpr.

PROBLEMAS. Grupo 18.

4+6. Un plano que se proyecta como una linea (proyeccién fundamental, tipo III)

81 un plano es vertical, su proyeccion horizontal serd una linea, la gue re-
presenta no s6lo el canto del plano, sino toda la superficle del mismo proyec-
tada en esa direcelén. Y la proyecclén veftical de ese plano vertieal, sl no se

Fig. 4-10. Trazados de puntos en un plano.

marcan los limites del mismo, es toda la superficle ilimitada que se representa
en el plano frontal vertical de proyeccidn; y sl se marca el contorno, aparece-
ra el plano que se proyecta en su forma real.

Asi en la figura 4.11(a), en el plano horizontal que se representa en la par-
te superior de la linea T-F, aparece la linea o canio del plano vertical en él
proyectada. Y toda la superficle vertical, que se Indica debajo de T-F, es la
proyeccion vertical del plano vertical supuesto. Una linea de ese plano puede
ser la rr8r - rr8p. Todas las lineas de ese plano estdn proyectadas en la di-
reccldn rrsr. ¥y puede ser arbitraria la colocacién de la proyeccién vertical rpgép.
Un punto X, de ese plano vertical, tendrd sus proyecciones en ry (slempre en
la direccion indlcada) y en Ty, un punto cualquiera elegido al azar, El dangulo
de direccion de este plano vertical serd el mismo que el de la linea rrér

En la figura 4.11(b) se representa en el plano vertical F un plano perpen-
dicular a &1, y por ello esa proyecelon serid una linea rpZs ilimitada, siendo sn



94 SUPERFICIES PLANAS

gldo, de ese plano, en otra proyeccién con linea de referencia paralela a ella,
sé la tendria en su verdadera longitud, para que en la otra proyeccién perpen-
dicular se redujese a un punto, y todo el plano a una linea. Esta proyecclén
de un plano oblicuo en una linea simplifica muchos problemas y por ello es
una pr:Ieccldn fundamental, del tipo III. La slgulente regla indica el método

REGLA 11. REGLA DE PROYECCIONES LINEALES. Si una linea de un plano se pro-
vecta segiin un punlo, indica gue ese plano se proyectard segun una linea.

by

LV,

24b}

Plonc horizonial

Fig. 412, Plano oblicuo en proyeccién de canto o perfil.

Begin esta regla se puede emplear cualquier linea de un plano para pro-
yectarla como un punto, luego sl buscamos en ese plano una linea que flgure
en su longitud verdadera nos ahorraremos tener gue hacer la proyecclon auxi-
liar 4, de la figura 4-12, bastando con hacer la proyecclén de punto. En el plano
ABC, del espaclo, tenemos la linea AD que es paralela al plano horizontal, luego
su proyecclon horizontal ar dr sers igual a AD, y su proyeccidn vertical ap dr
seri paralela a la linea de referencla T-F. 81 hacemos, ahora, la proyeceldn



96 SUPERFICIES PLANAS

diente en su verdadero valor.

Pasemos a la flgura 4.13(a). Begin vimos en (¢) para determinar el dngulo
de pendliente, se precisaba una proyecclén vertical, en la que el plano dado
del caballete ¥y el plano horizontal se proyectasen como lineas. Para ello el pla-
no horizontal tlene que verse con una linea visual horizontal, ¥ sl el plano dado
aparece como una linea es sefial que en otra proyecclén adyacente unsa linea
de ese plano figuraba en su longitud verdadera, y para lo cual en otra proyec-
cién adyacente esa misma linea tendria que ser paralela a otra linea de refe-
rencia. Todo este razonamiento nos induce la construcecidén a emplear en la fi-
gura (a), en la que vemos la superficie del caballete ABCD, en sus proyecclones,
¥ en la del plano horizontal, los lados arbr y dr cr son horizontales poniéndose
paralelos a ellos la linea de referencia T-F. Con esto las proyecciones horl-
zontales arbr y dr ¢r expresarin la longltud verdadera de los lados AB y CD.
Bl hallamos en una vista elevada una proyeccidn adyacente A, con una linea
visual paralela a los lados de longitud real, los lados dichos AB y CD, se pro-
yectardn como puntos, c4ds ¥ aaba, ¥ en esa proyeccién apareceran como li-
neas los dos planos, el dado ¥ el horlzontal, asi como el angulo de pendiente en
su verdadero valor.

81 resumimos el anslisls anterlor tendremos la regla sigulente:

REGLA 12. REGLA PARA OBTENER LA PENDIENTE DE UN PLANO. El dngulo de pen-
diente de un plano se puede determinar solamente en la proyeccidén ele-
vada en donde ese plano se proyecte de perfil.

Be puede observar la analogia entre esta regla y la regla 7 (art. 3.7). No es
suficiente que el plano dado se represente como una linea, tlene que proceder
de una proyecclén horizontal elevada, para que este plano ¥y uno horizontal se
proyecten de perfil simultineamente. En la figura 4.12, el plano ABC aparece,
de perfil, en tres proyecciones, pero sblo en la C elevada ¥y adyacente a la hori-
zontal se puede medir el dngulo de pendiente de ese plano.

En la fAigura 4-13(a), en la proyeccldon 4, se ve el dngulo de pendlente de la
linea BC y del plano: la linea BC, y cualquier paralela, es una linea de mini-
ma longitud, luego su pendiente serd la maxima, que serd la del plano. Se ve
que estos lados, BC y AD, son perpendiculares a los otros lados que son hori-
gontales, luego seran vertlcales, Luego las lineas de mdrima pendiente de un
plano son las perpendiculares a las horlzontales del mismo.

4:8. Pendiente del plano del estrato

La pendiente del plano del estrato o vena, es un término de geologia que
indica el angulo de pendiente que tiene el plano en gque estd ese estrato, Para
determinar una vena hay que fijar su rumbo, o dngulo direccional horizontal,
¥ su pendiente. Hay que fijar la situacldén del estrato, con su rumbo y pendien-
te. Los limites que comprenda la superficle del mismo y extensidén, sin embargo.
no quedan indicados. El empleo de la pendiente en las aplicaclones de mineria,
se trata con mas detalle en el capitulo 12.

FROBLEMAS, Grupo 19,
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4-9. La linea mds corta desde un punto a un plano

ANALISIS. La distancla mds corta desde un punto a un plano, es la perpen-
dicular trazada desde ese punto al plano. Bi se proyecta el plano como una li-
nea, bastard trazar la perpendicular desde el punto a la linea. La direccién
visual serid paralela al plano, tomando la linea mis corta del plano para que
aparezca en su verdadera longltud. El método requlere que:

Se muestre el plano dado como una linea.

CowstRuccidN. La figura 4-14 nos sefiala un plano ABC y el punto X. Como
hay que proyectar al plano como una linea, y el medio mds rdapldo es partir de
las proyecclones horizontal o vertical, como vimos en la flgura 4-12 con las pro-
yecclones C y D. La linea AB del plano es horizontal, luego apbp expresarda
su real longlitud, tomando la linea de referencia F-A perpendleular a ella, para
obtener en la proyeccion 4 la perpendicular solicitada zTapa, que determina

3 by

Pr

OBSERYESE

Fig. 4-14. La linea mds corta trazada desde un punto a un plano,

el punto p4. Como z,p4 es una linea en su verdadera longitud Trpr tlene
que ser paralela a F-A, con lo que se determinara pr, ¥ por allneacliones y medi-
das iguales se encontrard pr, y las proyecciones de la linea pedlda XP.

Esta perpendicular XP se puede obtener directamente, de las proyecclones
dadas, sin necesidad de convertir al plano en proyecclén lineal, considerando
este método un poco mds tarde {art. 4.32).

PROBLEMAS., Grupo 20.
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4:10. Distancia mds corta desde un punto a un plano con una pendiente
determinada

Ya vimos que la distancla mds corta de un punto a un plano era la per-
pendicular trazada desde ese punto (art. 4.9), pero en algunos casos el dngulo
de pendiente que tlene esa perpendicular puede no ser deseable, ¥y por ello
tener que prescindir de esa distancia minima, para tener que recurrir a otras
que tengan una pendlente determinada que sea mfs conveniente. En mineria.
por ejemplo, las galerias que conducen a los yacimientos de carbén o a las
venas de los minerales, por economia deberian ser las mds cortas posibles, pero
tienen gue tener pendlentes determinadas para los desagiies, ventllaclén y trans-
porte de los minerales. A esas galerias se las considera como las lineas mds
cortas, con una pendiente determinada, desde el punto de entrada al plano de

OBSERVESE
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Fig. 4+15. Distancia mds corta de un punto a un plano con una pendiente determinada.

los estratos. Las definlelones de algunos de estos términos, de uso en mineria,
se pxpliean en el articulo 12.3.

Awivrisis, El plano dado tiene que aparecer como una linea, pero ahora es
esencial que en esa proyeccion se refleje la pendlente determinada que se soli-
cita, que ya dljilmos tiene que ser medida en una proyeccion derivada de una
horizontal elevada, por lo tanto:

Hay gque representar al plano como una linea desde una proyeccidn elevada.

ProeLEMA. En la flgura 4-15, los puntos A, B y C, representan tres puntos
conocidos de la superficie superior de una capa de carbon. El punto X repre-
senta la entrada a la mina desde un punto de la superficle del suelo. Se necesita
situar: (1) la galeria horlzontal més corta; (2) la galeria Inclinada mas corta
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que tenga un angulo de pendlente de 20°, y (3) la galeria mas corta (perpen-
dicular) desde el punto X al plano ABC, que representa la superficle del lecho del
carbén.

ConsTruccrdN. Bupongamos que la linea CD es horizontal, luego en la pro-
yecclén horizontal tendri la magnitud real, para que en la proyeccién 4 se con-
vierta en un punto, mientras el plano ABC pasa a ser una linea. Desde el punto
T, cada una de las galerias que se necesitan encuentran al plano en los puntos
i, 94, ¥ Pa. Y como cada galerin figura con su verdadero valor en esta proyec-
cion elevada, también marcari cada una su dngulo de pendiente (regla 7). La
galeria horizontal se traza paralela a la linea de referencla T-A4, la galeria con
pendiente de 20° formard con la horizontal o con T-4 ese dngulo de 20°, y la
galeria mas corta seria la perpendicular al plano.

Es interesante observar que todas estas lineas mds cortas, independientemen-
te de su pendiente, tlenen el mismo dngulo de direccidn, al estar en un plano
perpendicular a la linea que indica el d4ngulo de dlreccién del plano de la capa
del filon. ¥ tamblén es de observar que los puntos Pr, ¢r, ¥ rr se locallzan al
ver que las rectas Irpr, IrQr ¥ ZIrrr tienen que ser paralelas a la linea de
referencia T-A4.

PROBLEMAS. Qrupo 21.

4.11. Tamaifio verdadero de un plane (proyeccién fundamental, tipo 1V)

Al final del articulo 3.6 quedd establecido que solamente habia cuatro clases
de proyecciones fundamentales, tres de las cuales han sido ya explicadas, sir-
viendo ademis de medio para resolver numerosos problemas. Con esta proyec-
clén tipo IV completamos nuestro equipo bdslco de utiles que tenemos que
emplear. Podriamos ahora, también, llamar la atenclén sobre la Interdependen-
cia de la serie de los proyecciones fundamentales que hemos citado; un plano
no puede proyectarse como una linea mientras que alguna linea de ese plano
no se proyecte como un punto; y una linea no se proyectari como un punto has-
ta gque no figure en su longitud verdadera. Tiene que observarse siempre este or-
den de construccidén, que ahora veremos con esta proyecclon del tipo IV, que debe
seguir a la proyeccidén tipo III, ya tratada.

Para ver & una superficle plana en su verdadero tamafic v forma, el ob-
servador tendrid que mirarla en una direcclén perpendicular a ese plano, ¥ como
se supone que el ojo del observador estd en el infinito, todos los rayos visuales
que van a todos los puntos de su superficle serdn paralelos, siendo equidistantes
del ojo todos los puntos del plano. Una direceldn visual que sea perpendicular
a un plano puede determinarse facllmente, en cualquier proyecclén en que se
represente al plano como una linea; ¥ la proyeccidén del plano en tamafo real
podrda reallzarse mirédndolo en esa direccidn.

La figura 4.16 nos da las proyecclones horizontal y vertical de un plano in-
ciinado ABC, y se pide que se represente en su verdadero tamafo y forma. El
primer paso seri representar al plano como una linea, sirviendo las proyeccio-
nes A y C, las gue se obtlenen mostrando en su verdadera longitud las lineas
AD y AE, que representan en puntos en esas proyecclones 4 y C. Es el mismo
procedimiento que se empled para construir las proyecclones C y D de la figu-
ra 412, Una proyeccién de tamafio verdadero del plano ABC se puede ya tener,
observiandolo con las lineas visuales de las flechas B o D, perpendiculares a las
paralelas a esas proyecciones lineales del plano dado. Los puntos 4, B ¥y C pue-
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Tomofio verdadero dal plano ABC f -
/
{ARC
4 X
fBisecirr
1A

Tomofio verdodero del plono ABC

Fig. 4-16. Tamafio verdadero de un plano.
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Tomafo verdoders del plono ABC

Tomado verdoders del plano ABC

Fig. 4+16. {(Repetida). Tamafio verdadero de un plano.
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cuadrado.

Con estas condiclones y consideraclones racionales establecidas, ¥y no antes,
podemos empezar la construccién pedida.

Fase 1. Construir el plano en tamafio verdadero, en proyeccién de punto de
visia elevado, indicando la posicidon de una linea horizontal, en todas esas
proyecciones.

Se elige una linea horizontal EF, que no sea al azar, al distar de B 1 em
hacia abajo y en la que estard el centro buscado; partiendo de esfr se hallan
las otras proyecciones hasta llegar a esfn, ¥ como erfr es horlzontal y para-
lela a la linea de referencia T-F las proyecciones er fr ¥ egfs expresardn la
verdadera longitud de EF, y adem#s en todas ellas sabemos ha de estar el
centro O del cuadrado. Por medio de EF se encontrard el plano ABCD en su su-
perficle real. En la proyeccion elevada A la distancia, entre paralelas, e by
serd como la o,b, de 1 ecm: y como el centro del cuadrado tiene gue estar
en ¢pfs ¥y a una distancia de 1,375 cm se hallard ese centro o0p.

Fase 2. En la proyeccién de tamaiio real del plano trazar el cuadrado, para

trasladarle a las proyecciones iniciales.

Por o se traza una perpendicular a esfs, ¥y tomando a op como punto medlo,
sobre ella se mide 1,25 cm del lado del cuadrado, ¥ con paralelas y perpendi-
culares a egfs quedard construldo el cuadrado. Una vez hallados los cuatro
vértices, R, 8, T y V, bastari trasladarlos, por alineaciones y medidas, a las
proyecciones horlzontal y vertical, completando la solucion.

8! Inlcialmente nos hubiesen dado las proyecclones horizontal y vertical del
centro O, del cuadrado, no seria necesario encontrar la proveccléon B.

PROBLEMAS. Grupo 26.

4:16. Proyecciones de un circulo

El circulo es una figura plana, pudiéndose situar en un plano dado por el
mismo método general que empleamos en el articulo anterior. 81 el plano es
oblicuo, el circulo apareceria como una elipse en las proyecciones principales,
Estas ellpses pueden dibujarse partiendo de la proyeccién donde el circulo fi-
gure con su drea real, tomando en €l un clerto nimero de puntos, los que a con-
tinuacién, por alineaciones y medidas, se llevan a las otras proyecciones hasta
poder dibujar esas elipses. (Este método fue empleado en la fase 4 de la fi-
gura 3.28). Pero este método es largo e inseguro, siendo preferible otros métodos
mas senecillos vy exactos.

En la figura 4-18ta) se representa un ecirculo de didmetro D, con su superfi-
cle real en la proyeecion vertical, teniendo todos sus dlAmetros la misma y ver-
dadera longitud. En la proyeccldén horizontal, segiun la regla 13, el circulo se
proyecta de canto, segin una recta paralela a la linea de referencia y con una
longitud igual al diametro. 81 el circulo gira alrededor de su eje vertical la
proyeccidn (a) se transforma en la (b)), en la gque el circulo se ha convertido en
una elipse, ¥ la proyecclon hortzontal sigue vallendo el didimetro D, sin ser ahora
paralela a la linea T-F. El diametro vertical slgue apareciendo como un punto
en la proyeccion horlzontal, y en la vertical es el udnico didmetro gue se re-
presenta en su longitud real y es ademds el eje mayor de la elipse. El didme-
tro que aparece mdés corto es el perpendicular al eje mayor, que serd el eje
menor, el que figura en su longitud verdadera en la proyeccién horizontal, al
ser paralelo a la linea de referencia en la proyeccléon vertical,
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Tamafe real del planc ABCD

Cuvodrodo solicilodo

Fig. 4+17. Situar una figura plana en un plano dade.
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81 el plano del circulo, que hasta ahora ha sido perpendicular al plano ho-
rizontal de proyecclén, deja de serlo Inclindndose hacia atrds, para quedar obli-
cuo, entonces el circulo se proyecta como se ocbserva en la figura 4-18 (¢); es decir
como una ellpse en la proyeccion horizontal, no flgurando la proyeccléon vertleal
En la proyeccién A, adyvacente a la horlzontal, el eirculo se proyecta como el
didmetroe D de longitud real. Todos los diimetros, en la proyeccidn horizontal,
se muestran acortados menos el didmetro que representa al efe mayor de la
elipse, que tiene que figurar en su tamafio exacto porque en la proyeccion 4 era
un punto, figurando en esta proyecclén 4 el eje menor también en su longitud
real.

De las observaclones anteriores se deduce la conclusidn sigulente:

En toda proyecciton oblicua de un circulo hay un didmetro que siempre fi-
pgura en longitud verdadera, y ese didmetro es siempre el efe mayor de la
elipse. El eje menor de la elipse también aparecerd siempre en magnitud
real, en una proyeccidn adyacente en que figure el circulo de perjil.

(a) (b) ()

Fig. 4-18. Proyecciones de un circulo.

Blempre que se conozcan los ejes mayor ¥ menor de una elipse se podra
construlrla, segiin varlos métodos (véase arts. A7, A0 ¥ A-11, del Apéndice). El
modo de determinar los ejes de una elipse, correspondientes a 1as proyecclones
de un cireulo oblicuo, lo estudiaremos en los dos préoximos articulos.

4:17. Trazar un circulo en un plano dado (método de la proyeccién lineal)

PrOBLEMA. Se pide representar un circulo de dldmetro D, con ceniro en O
en el plano ABCD, de la figura 4-19.

Fase 1. Situar el eje mayor de la elipse en la proyeceidn horizontial

Por el punto O se traza la linea horizontal EF, v sobre la longitud verda-
dera erfr se toma la distancia D, centrada sobre or con lo que 1-2 serd el eje

mayor.
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|-.c Método alternative pora encontror el sje menor @
be de la proyeccibn vertical

Eje moyor = D

Fig. 4+19. Representar un circulo en un plano (método de proyeccién de perfil).
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4+19. Trazar un plano que pasando por una linea sea paralelo a otra linea dada

AwnALisis. El plano solicitado estd definido por dos lineas que se cortan: una
de ellas es la linea dada, ¥ la otra es la paralela gue se trace a la otra linea
también dada.

ProsLEMA, En la figura 421 se plde trazar un plano que pasando, o conte-
niendo, a la linea CD sea paralelo a la linea AB.

2-y = Semieje menor de
Fig. 4-20. Trazar un efrculo por un punto de un plano (método de las dos proyecciones).

ConsTrRUCCION. Como la linea CD es una del plano pedido serd suficlente tra-
zar otra gue, cortandola, sea paralela a 4B, El punto de interseccién puede to-
marse en cualquier sitio de la linea CD. en la figura 4-21 se ha elegido el mismo
punto C. Por el punto ¢r se traza la linea crzr paralela a arbr; y por cr la
crrp paralela a apbp. El plano formado DCX es el pedido, y cualquier otra
linea se puede suponer situada en él, como la horizontal XY, Para comprobar la
solucién se puede construlr una proyecclén de perfil del plano DCX y observar
sl 1a linea AB es paralela al plano.

Bl las dos lineas dadas fueran paralelas, entonces la solucldon del problema es
indeterminada, ya que cualgquifer plano gue pase por una de las lineas ez slem-
pre paralelo a la otra linea.

PROBLEMAS. Grupo 28.
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4.20. Trazar up plano que pasando por un punto sea paralelo a dos lineas dadas

Awirisis. El plano solicitado puede ser definldo por dos lineas que se cortan
en el punto dado, slendo ademds paralela cada una de ellas a cada una de las
dos dadas.

ProsLEmMa. En la flgura 422 es necesarlo construir un plano que pase por el
punto O y sea paralelo a las lineas AB y CD.

ComstrUccION. Por el punto O se traza la linea RS, que sea paralela a AB;
y también la linea TV paralela a CD. El plano RSTV, que pasa por O, es el pedi-
do. La solucléon se puede comprobar trazando una proyeceldn de perfil del plano,
en la que las lineas AB y CD deben aparecer paralelas a ese plano obtenido.

81 se tratase de situar un plano que pasando por un punto dado tuviera que
ser paralelo a otro plano dado, se haria lo mismo que antes empleando dos li-
neas de ese plano que nos dan,

PROBLEMAS. QGrupo 29,
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Fig. 4+21. Trazar un plano que, pasando Fig. 4-22. Trazar un plano que pase por un
por una linea, sea paralelo a otra linea. punto y sea paralelo a dos lineas dadas.

4-21. Hallar la linea mds corta entre dos lineas que se cruzan {método del plano)

AwnALisis. Se pasa un plano por una de las lineas gue sea paralelo a la otra
linea dada, entonces la distancla entre las dos lineas que se cruzan sera la
distanecia perpendicular que hay entre una linea y un plano paralelo. Una pro-
yeccion de perfll del plano mostraria a esa perpendicular en su longitud real, y la
proyeccion que represente a ese plano en su tamafio verdadero proyectard la
perpendicular en un punto, revelando su posicldn exacta. En resumen:

1. Trazar un plano por una linea que sea paralelo a la segunda linea dada.
2. Proyectar el plano de perfil, y luego en su tamadio verdadero.
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Este problema fue resuelto en el articulo 3-17, por el método lineal.

ProsLEMA. En la figura 4.23 determinar la distancia separadora entre las li-
neas centrales de un cable y de un arriostramiento (lo mismo que en la fi-
gura 3-24).

ConstruccioN, Por el punto 4, de la linea AB, se traza la linea AE que sea
paralela a la recta dada CD, para formar el plano ABE. En este plano se traza
la horizontal RS, para que en la proyeccidon A se proyecte como un punto y el
plano como una linea. La linea CD se proyecta en 4 en ¢4d4, paralela al pla-
no; lo que es un excelente medio de verificar la exactitud de la construcclon.

A%

Poralela o T-A S
porque X, Yyesld en Parolelm Py =~ J
s verdodero longitud ,_‘_.-r"' o

-~ Xy
e,
h——— <x
I, — L.!:— = i

FParalelo

Fig. 4:23. Distancia mds corta entre dos lineas que se cruzan (método del plano).

En la proyecclon 4, la linea mds corta solicltada es la perpendicular entre
estas dos lineas auba ¥y cads. En esta proyeccién 4 se muestra la direccion
v longitud verdadera de la linea pedida, pero su exacta sifuacion es ain desco-
nocida. Con la proyeccion B se representa el plano ABE en su verdadero ta-
mafio, CD también figura en su exacta longitud, y la distancia pedida XY pro-
yectada en un punto, interseccion de las lineas asgbg y csds. Por Zpys se
traza una alineaclon paralela hacla la proyeccidon A, locallzando la exacta si-
tuacion de z4y4, pudiendo asi situarse la linea XY en las proyecciones hori-
zontal y vertical por alineaclones directas que pueden verlficarse, con medidas
a las lineas de referencia, tal como la distancia d.

Lo mismo podria haberse resuelto el problema hallando la proyeccion de per-
fil en una proyecclén adyacente a la proyecclon vertical, en vez de a la horizon-
tal como sé ha hecho, pero es mejor haberlo realizado asi porque la proyveceion
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A estd hecha con una vista elevada, que muestra la linea XY en longitud verda-
dera y, ademas, sl se solicitara el dAngulo de pendiente de XY se podria medir
directamente en la proyeccién A.

PROBLEMAS. Grupo 30.

4-22. Unir dos lineas que se cruzan por una linea de minima pendiente o de
pendiente determinada

Este problema es muy similar al que acabamos de describir en el articule 21
excepto que la linea de unidn solicitada no es perpendicular a las dos rectas que
se cruzan al tener una pendiente determinada.

AnALisis. 8! por una de las lineas que se cruzan hacemos pasar un plano
paralelo a la otra linea, estableceri fodas las lineas minimas. Y sl este plano
aparece de perfil la linea mds corta tiene gue ser la gue se represente en su
longitud verdadera. 81 esta proyeccién de perfil estd hecha con vista elevada, la
linea pedida puede trazarse con una pendiente determinada. Una proyeccion que
represente a la linea de minima pendiente como un punto, se localiza como si
fuera una interseccléon de las lineas dadas. Resumamos las fres eltapas de la so-
luelon.

1. Se traza un plano que pase por una linea vy sea paralelo a la otra linea
dada.

2. Representar al plano de perfil en una proyeccidn elevada.

3. Trazar una linea con la pendienie solicitada en la proyeccidn de perfil
v luego construir una proyeccidn adyacente en que se represente la linea soli-
cilada comop un punto.

OBseRvACION. El método de perfll del articulo 3-17 no puede ser empleado,
ya que la prcyecclon que muestra la linea solicitada en su longitud verdadera
también representa una linea inclinada como un punto (agbs en la flgura
3:24) y tal proyecciéon no puede ser una vista elevada,

ProsLEMA. En la figura 4.24 las lineas AB y CD son las lineas centrales de dos
tuneles de una mina, que tlenen que unirse por el tunel mds corto posible, con
una pendiente hacla arriba del 30 % desde el tunel AB al CD.

CownsTRUCCION. Por la linen AB se traza la recta AE paralela a CD, tenlendo
el plano ABE, el cual en una proyecclén adyacente de vista elevada tlene gue
aparecer como una linea; la linea horlzontal AF se proyectari en un punto (ag
fa).y la recta CD en la cad 4 paralela al plano proyectado en la linea b G, ea.
Cualquier linea inclinada., con la pendiente que sea, apareceri en su longltud
verdadera en esta proyeccion, pero para determinar su sltuaclén exacta es pre-
clso otra nueva proyecclon,

Para situar la linea mas corta con una pendiente del 30 ¢+, hay que establecer
primeramente esta pendiente en la proyeccidén 4. Para ello, en un punto cual-
guiera de la proyecciéin A se traza una paralela a la horizontal T-A, en ella se
toman 100 unidades cualesquiera, en su extremo se traza una perpendicular y en
ella se toman 30 de estas unidades, se une el punto obtenido con el punto inlelal
para formar el tridngulo y asi en la hipotenusa se tendra la direcclén pedida, que
es la del tunel solicitado. En la proyeccion B, cuya linea de referencias B-A se
ha trazado perpendicular a esa direccién inclinada al 309, la linea solicitada
mant 4 tendrd gue proyectarse en un punto mgng, en el que aparecerin cortarse
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la T-A, para el tramo horizontal pedido. que muestre AF en su longitud verdadera,
sin las proyecciones 4 y B.

OBservACION, La proyecclén resefinda D sdlo sirve para encontrar la linea
horizontal m4s corta, pero no es vdllda si la linea solieitada tlene dngulo de
pendiente.

ProeLEMAS. Grupo 3l.

4.23, Hallar la intersecciéon de una linea y un plano (método de proyeccién lineal)

S una linea recta no pertenece a un plano, ni es paralela a él, le cortari,
perteneclendo el punto de interseccion a la recta y al plano. Este problema es
fundamental en muchos problemas de geometria descriptiva, que se puede equi-
parar en importancia a las cuatro proyecciones bdsleas, ya resefiadas,

b,cy

a; I~"'|:

dg &
Fig. 4+15. Interscccidn de una linea con un plano vertical.

PLANQ DE PEHWFIL. Este es el caso mds sencillo, cuando el plano aparece de
perfil en una de las proyecciones dadas. En la figura 425 se da el plano vertical
ABCD y la linea oblicua MN. El punto pr, de la proyeccion horizontal, es la in-
terseccion de los dos elementos citados, que trasladado a la proyveceidon vertical
dara la proyeccion pp. Como el plano se suele considerar opaco, la parte nepr
es visible y su traza es continua, mientras la parte mypr al estar oculta se di-
buja a trazos.

FPLano osricuo. Bi el plano es oblicuo se traza una proyecclén adyacente en
la gue el plano aparezca de perfil, ¥ ya estamos en el caso anterior. En la figu-
ra 4.26. tenemos el plano oblicuo ABCD y la linea MN. Al ser los lados arbr ¥
dr cr paralelos a la linea de referencia T-F los lados apbp y cpdp expresardan la
longlitud verdadera de los lados AB y CD, luego con la proyecclén adyacente 4
a la proyeccion vertical tendremos la proyecelon de perfil del plano ABCD, en
asby eada. ¥ encontrado el punto P se traslada a las proyecciones en pry pr.

VisieiLinap, La visibilidad correcta de la linean mgenpy se puede determinar
ahora o a partir de la proyeccién horlzontal o desde la proyecclon adyacente A.
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Un PLANO ESTA DE PERFIL. La figura 4-27 nos muestra el caso en gque uno de
los planos flgura de perfil, en una de las proyecciones dadas. El perfil del plano
ABCD corta al plano oblicuo ST en los puntos P y Q, los que al pertenecer a
los dos planos serdn los dos puntos solicitados de la interseecién comin, pr gr -
prgr. Bl los planos estdn definidos como muestra la figura, la interseccién sera
la linea PQ. ¥ sl los planos se consideran {limitados, PQ se conslderaria indefi-
nida. La linea RT se encuentra debajo del plano ABCD, estando oculta el drea
RPQT de la proyeccitn horizontal

d, ¢

Fig. 4:27. Interseccién de un plano oblicuo con otro de perfil.

Los pos pLANDS soN oBLIcugs. Si1 los dos planos fueran oblleuos, como se ob-
serva en la figura 4.28, se abrevia la solucidén construyendo una proyecciéon en la
que uno de los planos se proyecte como una linea, tomando una proyeccidn adya-
cente a la proyecclon horizontal o a la vertical. En la proyecelon A, de la figu-
ra 4-28, el plano ABC se proyecta como una linea, la que corta al plano RST en
los puntos pa ¥y qa, de los que deduclmos los pr ~ gr ¥ Pr - gr, que determinan la
interseccion buscada. No afectando a la direcclon de la linea de interseccion el
que el punto p se encuentre fuera de los limites del plano ABC. Pero sl este
plano ABC es limitado, se determina la interseccléon PQ por la linea AB.

VisieiLinap, La visibllidad se puede determinar en cada proyeccion exami-
nando los numerosos puntos donde una linea de un plano se eruza con otra linea
del otro plano. (Regla d, art. 2.9). Cuando la visibllidad correcta ha sido deter-
minada en un punto cualguiera de cruce de una proyeccioén, la visibllidad del
resto en los demds puntos de eruce, de 1a misma proyvecciéon, se encuentra facil-
mente, La linea ST, por ejemplo, se encuentra debajo de la BC, al fijarse en la
alineacion de los puntos 1 ¥ 2, vya gue el 1 de la BC estd mas cerca de la linea
de referencia, luego BC esti encilma. Pero a partir de la interseccion PQ, el pla-
no ABC pasa debajo de RST, es declr, la linea RS pasa por encilma de AB y AC.
De ese modo seguiriamos con las demas lineas de los planos superpuestos.
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Hay métodos mas cortos para encontrar la intersecclon de dos planos oblicuos,
como se explica en el articulo 4.26, pero el de proyeccion de perfil descrito es
sencillo y claro, y especialmente util para cuando un plano se corta con otros
varios (véase fig. 4-35). Es muy aconsejable, el método resefiado, cuando uno o los
dos planos se designan por su direccion y pendiente, pues el dngulo de pendiente
s6lo se puede construlr en una proyeccion de vista elevada.

PrROBLEMAS, Grupo 33.

e

‘s b,

Fig. 4-18. Interseccion de dos planos oblicuos {(método de la proyeccion de perfil).

4-25. Interseccion de una linea y un plano (método del plano cortante)

Ya en el articulo 4-23 se encontrd la interseceién de una linea y de un plano
oblicuo, por el método de proyveccion de perfil, aungue es muy corriente tliene el
inconveniente de necesitar una proveccldn mdas. Ahora veremos gue tamblén
puede ser resuelto solamente con las dos proyecciones dadas, por el método del
plano cortante (excepto en el easo en gue la linea esté de perfil),

PLANO CORTANTE VERTICAL. La figura 4-29 representa las proyecclones horizon-
tal ¥ vertical del plano oblicuo ABC y de la linea oblicua MN. A la derecha de la
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misma flgura estd la representaclon grdafica de la misma linea y del plano. En
esta vista graflca aparece un segundo plano, plano corlante vertical en el que
estd situado la linea MN y que corta al plano dado segun la linea RS. Estas dos
lineas MN y RS se cortan en el punto P, que es el punto pedido de intersecclon
de linea y plano,

N

Fig. 4+19. Interseccién de una linea con un plano oblicuo (método del plano
vertical cortante).

Apliguemos el mismo método a las proyecclones de la flgura 4.29, trazando un
plano vertical que contenga a la linea MN, el cual en la proyecclén horizontal
figura como una linea que colncjde con la mgnr, ¥ que se designa por C-P. Este
plano es indefinido, lo que se Indica por los tres trazos cortos de las extremidades.
Al estar completamente descrita la posicién de este plano de corte, en la pro-
yeccion horizontal, no es necesarlo su representaclon en la proyeceldon vertleal
(como se explico en el art. 46 y fig. 4-11),

Ahora habri gue determinar la linea de Interseccion del plano cortante y
del plano ABC. Ese plano vertieal corta a la linea AB en el punto R, v a la BC en
el punto S, luego la linea rpsp serd la proyecciéon vertical de esta linea de inter-
secelon. (Comparar esta construccldn con la fig. 4.27). Las lineas MN v RS coln-
ciden en la proyeccién horizontal, pero en la proyeccion vertical se cortan en el
punto pr, que es la interseccion pedida de la linea MN y del plano ABC, y por
alineaclon sobre mrnr se encuentra pr.

PLANO CORTANTE PERPENDICULAR AL PLANO VERTICAL,

En la figura 4.30 el plano cortante, que pase por la linea, es perpendicular al
plano vertical, luego en la proyeccién vertical figurard como una linea. En el
dibujo grafico este plano cortante, al pasar por M¥, forma el mismo dngulo de
pendiente que esta linea, slendo la linea TV la intersecclén de ambos planos y el
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punto P la interseccion solicitada entre linea y plano. En la proyeccion vertical,
el plano de corte C-P, aparece como una linea colneldlendo con mpng, ¥ la In-
tersecclén TV se localiza en cada proyeccléon (compdrese con la figura 4.27), ¥
el punto de interseccléon solicitado queda también determinado en pr-pr.

81 en las figuras 4-20 6 4-30, las lineas de interseccion RS o TV hubleran apa-
recido paralelas a la linea MN, no habria el punto P de interseccion, va gue en-
tonces esa linea MN seria paralela al plano ABC.

En el caso que la linea dada estuviera de perfll, el método de plano cortante
no proporclonaria ninguna solucion, al flgurar el plano cortante como otra linea,
en ambas proyecclones, Se preclsaria entonces otra proyeccion, ademds de las dos
dadas, tal como la lateral; o blen emplear el método de proyecclion de perfil.

Fig. 4+30. Interseccidn de una linea con un plano oblicuo (método del plano cortante
perpendicular al plano vertical).

ResumeN. Por la importancia. de este método y por el frecuente empleo del
plano cortante, resumiremos lo tratado en la siguiente regla.

REGLA 14, REGLA DE UNA LINEA QUE CORTA A UN PLANO. La interseccidn de una

linea y un plano debe estar situada sobre la linea de inlerseccidn del plano
dado y un plano cortante gque contenga a la linea dada.

PROBLEMAS, Grupo 34.

4:26. Intersecciéon de dos planos (método de la linea individual)

ANALISIS. Bl escogemos en un plano una linea cualquiera, podemos buscar
su Intersecelién con el otro plano, por ejemplo con el método del plano de corte
del articulo 4-25; con esto tendremos un punto de la linea de intersecclon bus-
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intersecelén. El punto donde la linea AB corta al plano RST, se halla empleando
el plano cortante vertical C-P-2. Prolongando los lados RT y ST, en cada pro-
yeccién, se encuentra la interseccion GH, cuya proyecclon vertical grhy en-
cuentra a arbr en el punto pr, del que se deduce pr. tenlendo ya el segundo
punto P de la interseccion buscada entre los dos plancs dados

Con los dos puntos obtenidos podriamos trazar la intersecclon pedida, pero en
este caso los puntos estin demasiado juntos para que la linea juede determinada
con exacta segurldad, por eso es convenlente el determinar un tercer punto. Con
este proposito por la linea ST se ha trazado el plano C-P-3, el que produce la
Intersecclon JK, y su proyecclon jrkr que es paralela a srlir, lo que significa que
ST es paralela al plano ABC y a la interseccion de este plano con el RST. Luego
trazaremos por los puntos O y P una paralela a ST, que marca la direceion de la
intersececlén. Como comprobacion se ha encontrado un cuarto punto, con el
plano cortante C-P-4 que pasa por la linea RT, encontrando el punto @. Des-
pués gque la Interseccléon ha sido encontrada se puede estudlar, como ya se ha
visto anteriormente, la visibllidad de los distintos contornos, y en las dos pro-
yecciones.

Con este método de lineas individuales hay que significar que la eleccion de
lineas no estd restringida a las que defilnen los planos. Bi las lineas dadas produ-
jeran puntos que estuvieran fuera del papel, el dibujante puede suponer otras
lineas que proporcionen intersecclones mds convenientes, o bien emplear el mé-
todo del plano auziliar cortante que se describe en el proximo articulo.

4.27. Interseccién de dos planos (método del plano auxiliar cortante)

AwnALisis. 81 cualquler tercer plano cortara a los dos planos dados, entonces
los tres planos tlenen gue téener comin un punto, P, excepto si este tercer plano
fuera paralelo a la interseccion de los otros dos. 81 el tercer plano apareclera
como una linea ¢n una de las proyecclones dadas, no se necesitarian otras pro-
yvecclones auxiliares para encontrar la solucldn.

El disefio grafico de la flgura 432 nos aclara este analisis. Los planos dados
estdan definidos; uno, por dos lineas paralelas 4B y CD, y el otro por el tridan-
gulo RST, los cuales se extlenden mas allid de lineas definidas. El plano cortante
perpendicular al plano vertical, corta al plano RST segiun la linea RK, vy al plano
ABCD segun la linea EF.

Estas Intersecclones al prolongarse se encuentran en el punto P, gque serd un
punto de la interseccion solicitada de los dos planos,

ConsTRUCCION. En la flgura 4-32, el plano cortante perpendicular al planoc ver-
tical C-P-1, se trazd por el punto rr, ¥ es horizontal. No es necesario que pase
por un punto determinado ni que sea horizontal, pero es preferible que asi sea
con el fin de lograr mayor exactitud, al cortar a los planos dados en las partes
méas anchas. Este plano cortante al hacerlo con los planos dados lo efectua segiin
las lineas RK y EF, las que en sus proyecclones horizontales se cortan en el
E;T&m pr del que se obtienen pr, slendo este punto P uno de la Intersecclén pe-

Para tener el segundo punto, trazamos el plano vertical C-P-2 que corta a los
planps dados segun las rectas MN y GH, que en sus proyecclones verticales se
encuentran en gr del que se deduce ¢r. Luego si unimos los dos puntos obtenidos,
P y @, se tendra la Interseccién buscada PQ, con sus dos proyecciones, e indefi-
nida al ser ilimitados los planos resefados.

Aungue para determinar la intersecidn son suficlentes dos puntos, se suelen
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4-28. Poliedros

Cualguler cuerpo que estd limitado, completamente, por superficles planas po-
demos conslderarlo como un polledro. Estas superficles planas se llaman caras,
¥y sus Intersecciones agristas. Existen cinco poliedros regulares, que se les llamaba
«Los cinco cuerpos de Platons, de Interés general y permanente, slendo convexos
¥y con caras iguales que son poligonos regulares. En la figura 4-33, estdn dibujados
los elnco poliedros regulares, de nombres derlvados relativos al numero de caras
gque tengan: el telrgedro, con cuatro caras de tridngulos equildteros: el cubo o
hexaedro, con seis cuadrados por caras: el octaedro, con ocho tridngulos equila-
teros; el dodecaedro, que tiene doce caras pentagonales; y el icosaedro, con vein-
te caras triangulares equlildteras.

Con excepclon del cubo, los demds poliedros regulares suelen tener muy poco
valor priactico en los asuntos de ingenieria. 8in embargo son muy importantes en
la rama de mineralogia llamada cristalografia. La mayor parte de los minerales
tienen una estructura cristalina, sollendo tener estos cristales las formas pollé-
dricas regulares. Los diversos minerales se pueden asi clasificar, segin la sime-
tria de los cristales, con relacidn a un centro, a los ejes 0 a planos de slmetria.
Los dngulos diedros de las caras de los cristales son los que tlenen que ser regu-

lares, no en camblo la forma y tamafio de esas caras. El estudiante aficlonado
debe estudiar este tema Interesante en los textos aproplados de cristalografia.

TETRAEDRO

DODECAEDRO ICOSAEDRO

Fig. 4-33. Poliedros regulares.
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Recordemos que el prisma es un poliedro Irregular, con dos poligonos lguales
y paralelos que se llaman bases, que se unen por paralelogramos laterales, Estas
bases pueden tener cualquier forma poligonal, y de ahi los nombres de los pris-
mas, que se ven en la figura 4-34. 81 las caras y aristas laterales son perpendicu-
lares a las bases, es declr, de caras rectangulares, el prisma se llama recto, y sl
esto no sucede es oblicuo. Be llama altura de un prisma la distancla perpendicular
que separa los planos de sus bases. Bl éstas son paralelogramos el prisma se llama
paralelepipedo. 81 el prisma es recto y las bases son regulares el prisma es regu-
lar. ¥ un tronco de prisma, o prisma truncado es la parte de prisma comprendida
entre una de sus bases y un plano que cortando al prisma no sea paralelo a las
bases,

Una plramide un polledro irregular que tlene por base un poligono cual-
quiera, y las caras triangulares laterales se unen en un punto que se llama cus-
pide o vértice de la pirdmide (véase la fig. 4.34). Ejfe de una plramide es Ila recta
gque une su vértice con el centro de la base. Cuando este eje es perpendicular a la
base, se llama aliura, y expresa la distancia desde el vértice a la base, cuando
esta perpendicular cae en el centro de esa base, y entonces la piriamide se llama
rectangular, en otro caso es oblicua. Tronco de pirdmide, o pirdmide truncada
es la poreldn de piramide comprendida entre la base ¥ un plano que corte a todas
las caras laterales.

La representacién de un prisma o pirimlde en las proyecciones prinecipales,
cuando el eje del objeto estd inclinado, ya se traté en el articulo 3-18.

A — =

N
PRISMA RECTANGULAR PRISMA EXAGOMAL FPRISMA TRUNCADO
RECTO CBLICUD TRIANGULAR OQBLICUD

PIRAMIDE BASE PIRAMIDE PENTAGOMNAL PIRAMIDE TRUMCADA
CUADRADA OBUICUA EXAGONAL OBLICUA

Fig. 4-34. Prismas y pirdmides,
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4:29. Interseccion de un plano con un poliedro (método de proyeccion de perfil)

81 un plano corta a un poliedro, al cortar a sus caras laterales, lo hara segun
lineas rectas gue forman una flgura plana poligonal, llamada seccidn plana, que
en el caso de que sea perpendicular al eje del poliedro se llama seccidn recta.

ANALISIS, Be emplea una proyeccion gue represente al plano cortante de per-
fil, para asi mostrar los puntos de encuentro con las aristas del polledro, que in-
dican los vértices solieitados de la secciéon plana.

ProerLEMA. La figura 4.35, nos muestra un paralelepipedo oblicuo en posieion
inelinada. Se plde hallar su Interseccién con el plano ABCD.

Fig. 4-35. Interseccion de un plano ¥ un poliedro (método de proyeccidn de perfil),
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CowsTtrRUccIén. Para tener la proyeccion de perfil se puede emplear una pro-
yecclon adyacente a la horizontal o a la proyeccién vertical, pero en la flgura
4.35 al estar los lados 4B y CD en su longitud verdadera en la proyecciéon horizon-
tal se ha empleado la proyeccion elevada A. En esta, el plano ABCD corta a las
caras laterales, pero no a las bases, lo que se observa mas dificllmente en estas
proyecclones de perfil. Tamblén corta este plano ABCD, a las aristas laterales en
los puntos X, ¥, W, y Z, slendo rajawaza la proyeccion de perfil de la secclon
plana solicitada, cuyos vértices son los puntos indicados. Trazando las paralelas
desde estos vértices, se obtendran sus proyecclones horizontales y verticales, de-
biendo ademis comprobarse las proyecclones verticales =z, }r, We, 2Zp, to-
mando las mediciones en la proyeceléon A4 y desde estos puntos de interseccldn
a la linea de referencia T-A.

La visiblljdad de esta seccidn plana serda funcién de la que tenga el prisma:
asi los puntos Ir, Yr., 2p,. serin vértices visibles al estar en aristas que también
lo son, luego los lados de la seccion Tpyr, Yr2p, serdn visibles. La visibilidad de
las artstas del prisma se determinard por las reglas que vimos en el articulo 2.9,

~=py

B
-2

h\?

Fig. 4-36. Interseccidn de un plano y un poliedro (método de planos cortantes).
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punto rr, de encuentro de erfr y de mzpr, se ha obtenldo directamente,
pero otras veces hay que prolongar las lineas cltadas,

81 el punto X se encontrara en la prolongacion de MP, entonces la interseccion
XY cortaria a la linea MO, y la linea XZ cortaria a MN, es decir, que el plano
dado cortaria a la base de la pirimide. Entonces X ya no seria un vértice de la
seceion del plano, pero si seria un medio de comprobacion, de la secclon en que
se encontrase.

PROBLEMAS. Grupo 36.

4-31. Encontrar la interseccién de una linea con un poliedro

Awhrisis. 81 la linea pass a través de un poliedro convexo, cortard a su su-
perficie en dos puntos. Supongamos un plano que pase por esta linea, originando
en el poliedro un corte de seccién plana, entonces en esta seccidon se encontraran
los dos puntos buscados de la intersecclon., Aunque se pueden emplear los planos
obllcuos, que pasan por esa recta, es mas senclllo eleglr uno perpendicular al
plano vertical para gue su proyeccion en él sea una linea recta.

ProBLEMA, En la figura 4.37 se representa un prisma oblicuo y la linea MN,
solleitdndose los puntos de interseccion de esa linea con el prisma.

ConsTrRUuccIdN., Se supone que C-P es la traza del plano elegido, en el plano

h,
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Fig. 4-37. Interseccion de una linea ¥y un poliedro.
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4.33, Por un punto dado trazar un plano perpendicular a una recta

AnALisis. El plano solicitado puede ser definldo por dos lineas que pasen por
el punto dado. las que tendrian que ser perpendlculares a la linea dada.

Problema. En la figura 4.39 se da la linea AB y ¢l punto X, solicitdndose tra-
zar el plano perpendicular desde el punto a la linea.

ConsTRUCCION. Por zr se traza la perpendicular rrir a arbr, luego segun
hemos visto antes se deduce gue la proyeecclén vertleal de esa linea AB, zply
tendrd que ser paralela a T-F, al estar iy en su longitud real. Y sl por Tr se
traza la perpendicular Trrr a apbyr estard en su verdadera magnitud, luego
rrsr serda paralela a T-F. Y con estas dos lineas que se cortan, perpendlculares
a AB se determina el plano perpendicular solicitado.

PROBLEMAS. Grupo 39.

e b,

Fig. 4-38. Linea perpendicular a un plano. Fig. 4+39. Plano perpendicular a una
linea.

4:34. Trazar un plano que pasando por umna linea dada se perpendicular a otro
dado

AnALisis. Si por la linea dada se traza otra, que la corte, ¥ que sea perpen-
dicular al plano dado, seri el plano buseado, pues pasando por la linea es per-
pendicular al plano dado.

ProeLEMa. En la figura 4.40 se conoce la linea de perfll XY y el plano 4BC.
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ConsTtrRUCCION. Por el punto X se traza la perpendicular XZ al plano ABC, em-
pleando la misma construcclon de la figura 438, ¥ el plano XYZ es el pedido.

PROBLEMAS. Grupo 40.

4-35. Trazar un plano que pasando por un punto dado sea perpendicular a dos
planos dados

ANALISIS. Se puede construir, como hieimos en la figura 438, trazando por
el punto dado dos lineas perpendiculares a cada uno de los planos dados, las que
definiran el plano solieitado.

5 b, o

X

Fig. 4-40, Plano que pasa por una linea Fig. 4-41. Plano que pasa por un punto
dada y es perpendicular a otro plano. y es perpendicular a otros dos planos,

ProBLEMA. En la flgura 4-41 nos dan el punto X y los planos ABC y BEF.

ConsTRUCCION. Se traza la linea XY perpendicular al plano ABC, estando BC
en su verdadera longitud en la provecciém horizontal, lo mismo que AB en la
proyecclon vertical. La linea XZ es perpendicular al plano BEF. De ese modo te-

nemos el plano pedido X¥Z. Los puntos ¥, 2 son dos cualesqulera de las perpen-
diculares.

PROBLEMAS. Grupo 41.

4+36. Proyeccion de un punto sobre un plano

La traza o proyeccidén de un punto sobre un plano, el punto de Interseccléon
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con el plano de la perpendicular trazada desde ese punto.

AnALisis, Be pueden emplear solamente las proyecclones dadas, observando
gue la solucién implica dos operaclones, a realizar en esas proyecclones, que son
las sigulentes:

1. Trazar la perpendicular al plano desde el punto dado.
2. Trazar la interseccion de esa perpendicular con el plano.

e/

Fig. 4-412. Proyeccién de un punto sobre un plano.

ProerEMA, En la figura 442 se conoce la sltuaclén del punto X y la del plano
definido por las paralelas AB y CD, pldléndose la proyeccion del punto X sobre
el plano ABCD.

Fase 1. Desde el punto X trazar una perpendicular de longitud indefinidd.

Se han selecclonado las lineas AE y BD como de longltud verdadera, en
las proyvecciones horizontal y vertical respectivamente. Desde 2 se traza una
perpendicular indefinida a arer, y desde rp otra perpendicular a hydr teniendo
asi la perpendicular solicitada.

Fase 2. Encontrar la interseccién de la perpendicular y el plano.

Por la perpendicular encontrada se traza el plano cortante C-P, slendo RS
la interseccion con el plano dado, ¥y la intersecelén de la perpendicular con
rr8r es el punto solicitado pr que trasladado a la proyeccldn horizontal nos
da la otra proyecclon pr del punto pedido P.

OBsErvaciON. Las dos fases dichas no Indican una dependencia determinada
en la determinacion del punto P. Es decir que la interseccion de Irpr con
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arér no es precisamente el punto pr; pues las lineas AE y BD de longitud ver-
dadera se trazaron al azar y no para determinar el punto especifico P.

ProsrLEMaAS. Grupo 42.

4-37. Proyeccidén de una linea sobre un plano

AwALisrs, Este problema no deja de ser una ampliacion del tratado anterior-

mente, pues al determinar la proyecclon de dos puntos de esa linea quedara
ésta determinada, bastando unir esas dos proyecciones,

b, @ A b @
9%0°
8y T
s MF-':: ]
d\

Flg. 443, (Caso | v 2). Proveccidn de una linea sobre un plano.

ProsrLEMa. En la figura 443, fase I, se muestra el plano dado ABCD ¥ la
linea MN que tlene que ser proyectada’ sobre ese plano.

Fase 2. Trazar dos perpendiculares desde la linea al plano.

En el plano ABCD la linea AB flgura en su longitud verdadera en la pro-
yecelon horizontal, lo mismo que la linea trazada AK para que aparezca en
longitud real en la proysccléon wvertical. Las perpendiculares desde M v N a
estas lineas de longitud real marcard la direccién de las perpendiculares, en
cada proyeccion.

Fase 3. Encontrar las intersecciones de las perpendiculares con el plano.

En la proyeccion horizontal se han trazado los planos C-P-1 y C-P-2, cor-
tantes con el plano dado, que pasan por las perpendiculares antes trazadas, fi-
gurando también sus trazas en la proyecclén vertleal, con el plano ABCD, se-
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Fig. 4-43, Proyeccidn de una linea sobre un plano,
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4:40. Angulo que forman una linea y un plano (método de proyeccién de perfil)

AwALisis. En el articulo 3-7 definimos como angulo de pendiente de una li-
ned el formado por esa linea con un plano horizontal, mostrindose este an-
gulo en una proyeccién en gue el plano horizontal figurase de perfil y 1a linea
en su longitud real. Pues lo mismo sucederda ahora entre pland y linea que sean
oblicuos, debilendo cumplirse la condicléon slgulente:

Primero se muestra al plano de perfil, luego, en su tamafio verdadero, y por
ultimo con una tercera proyeccion, otra vez al plano de perfil cuando la
linea figure en su longitud verdadera.

7
>
N
\
g

Tamaio verdodero >N
b, del plano ABC

i
4

Fig. 4-45. Angulo diedro en el que no se conoce la linea de interseccidn.

ProerEMa. En la figura 448 se dan el plano ABC y la linea MN, pldiéndose
el Angulo que forman.

ComsTRUCCION. Slgulendo el procedimiento gque hemos Indicado, en la pro-
yecclén A el plano ABC se representa como una linea, no estando MN en su
longitud real. En la proyeceion B el plano flgura en su tamafio real, aungue
no se precise su trazado. La linea de referencia B-C se traza paralela 8 mpng,
con lo que mene indicard la longitud real de MN, pudiéndose medir el dngulo
entre esa linea y el plano de perfil.

APLICACIONES CORRIENTES. El caso citado requiere hallar tres nuevas proyec-
clones, pero sl el plano dado figurase ya de perfll nos ahorrariamos una pro-
yeccldn. En la figura 4-47, por ejemplo, una tuberia oblicua corta a dos pare-
des verticales, solicitindose los 4ngulos que forma con ellas, Como la pared
posterior flgura en su tamafic en la proyeccién vertical, en la proyeccion ad-
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yacente A se observa el angulo que forma la tuberia con la pared posterior.
La pared lateral estd de perfll, es declr que en la proyecclon L estard en su
tamafio verdadero, apareciendo en la B el otro éngulo pedido.

ResuMeEN, En todos los caspos el método es el mismo: slempre se obten-
dri, o sera dada una proyecclén de perfil, para obtener luego una proyeccion
de tamano real, y finalmente la proyeccion con el plano de perfil y la linea en
longitud real.

Tomofo verdadero del plano ABC '|I
(pere no dibujoda) 'f.';:-

m

"'Lm,____‘\\ L
Angule de o

8 o b, linez y el plono
\
T f
- F Paralelos

Paraclelox

Fig. 446. Angulo formado por una lfnea y un plano (método de proyeccién de perfil).

4+41. Angulo formado entre una linea y un plano (método del @ngulo comple-
mentario)

AwnAL1sis, 81 una linea forma un angulo L con un plano ¥ un angulo C con
la perpendicular a ese plano, estos dangulos, L y C, son complementarios. Este
prineiplo se ilustra en el esquema grafico de la figura 448, donde la linea MN
forma el angulo L con el plano ABCD; siendo NQ la perpendlicular al plano,
¥y PQ la proyeccion de PN sobre el plano. El tridangulo PQN serd rectidngulo, y los
dngulos L y C serin complementarios. Luego en vez de buscar el angulo L
podemos encontrar el C. La solucion comprende dos partes:

1. Trazar desde el punio una perpendicular al plano.
2. Construir una proyeccidn del plano en tamafio verdadero, conteniendo la
linea dada y la perpendicular al plano.

ProeLEMA. En la figura 448 se dan el plano ABC y la linea MN, como en
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la figura 4.46, pldiéndose el dngulo de la linea y el plano.

ConNsTRUcCION. Desde el punto N se ha trazado una perpendicular al plano,
por el método de las dos proyecciones del articulo 4.32. No es necesarlo encon-
trar el punto donde la perpendicular corta al plano, escoglendo un punto cual-
gulera O de ess perpendicular, siendo el angulo MNO complementario del bus-
cado. Solamente queda representar este angulo en su valor verdadero.

En la proyececldn A el plano MNO se representa como una linea. Para con-
servar los tamafios verdaderos en la proyecclon B dentro de los limites del
papel, 1a linea A-B se toma detrias de la proyeccion 4, no camblando el siste-
ma de allneaclones y medldas (obsérvese la distancla d). En la proyeccién B
el dngulo complementario lo forman las lineas mpng y la perpendicular ngos,
la diferencla a 90" serd el angulo pedido. Con dos proyecclones se suele resolver
este problema.,

En todas las vistas auxillares se observa gque tan pronto se traza la perpen-
dicular al plano se prescinde del plano dado, mostrandose unicamente el plano
de la linea dada y la perpendicular.

PROBLEMAS. QGrupo 45.

Fig. 4+47. Angulos formados por una linea v dos planos verticales.

4-42. Situacién de un cuerpo sobre una supesficie plana

En la prictica es necesario frecuentemente tener gue unir soportes de es-
cuadras, abrazaderas, mordazas, puntales, etc., a determinadas superficles obli-
cuas o Inclinadas; esto puede hacerse corrientemente por medlo de proyeccio-
nes auxiliares, que representen la superficie plana, primero de perfill ¥ luego en
su verdadero tamafio. Be coloca luego el cuerpo sobre el plano, en posiclén
correcta, en las proyecciones auxiliares, para luego trasladarlas a las proyec-
clones dadas por el método normal de alineaciones y medidas.

ProeLEMA. En la flgura 449 se trata del prchblema de disefiar la union de
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un mamparo inclinado, del fuselaje de un avién, a un soporte de escuadra del
tipo dado en el esquema Indlcado de la fase 1. Este soporte de escuadra,
remachado sobre la superficle del mamparo, sirve de agarradero al extremo de
la culata del tirante de wvarllla, estando esta terminaclén unida al soporte por
medlo de un perno, como se indica por las lineas de trazos de la figura. En la
fase 12 se dan las proyecciones horizontal ¥ vertical de la superficle del mam-
paro, la linea central del mismo, CD, y la linea AB que representan la linea
central del tirante de varilla. Las condiciones del problema son: (1) encontrar
los valores de los angulos gue forman la varilla con la linea central del mam-
paro, o la superficle del mamparo con la linea central de la varllla; (2) con
esas medidas angulares disefiar un sencillo soporte de escuadra, ¥ (3) mostrar
el soporte montado en las dos proyecclones horizontal y vertlcal.

Fig. 4-48. Angulo formado por una linea ¥ un plano (método del dngule complementario).

Fase 1. Dibujar las nuevas proyecciones para enconirar los dos dngulos.

Ya que en la proyecclon wvertical figura la superficle del mamparo como una
linea, en la proyecclon 4 aparece en su verdadero tamafio, ¥y por lo tanto la
base del soporte tamblén aparece en su magnitud real; tendremos entonces
el dngulo ¢4asb4, formado por la linea central del mamparo con la varilla,
En la proyecelén B adyacente, se muestra la linea central de la varilla en su
longitud verdadera, apareciendo de nuevo la superficle del mamparo de perfil;
es ahora cuando el dngulo solicitado CAB aparece en su valor real, al me-
dirse ceaghp.
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Fase 2. Disefiar el soporte en las nuevas proyecciones, retornando todos los

puntos y lineas enconiradas a las proyecciones iniciales,

En la proyeccléon B hay que dibujar el soporte en su tamaho real, situando
¢l centro del orificlo del perno de la culata en la linea central AR de la varilla
y alineando los dos oriflclos del remache con el punto A, El soporte se puede
dibujar completamente en la proyecclén A ¥ B, ¥ luego con alineactones y me-
didas trasladar varios puntos de este objeto a las proyecclones horizontal vy ver-
tical dadas, hablendo omitido las lineas ocultas en la proyeccidn horlzontal,

Los puntos de tangencia eg ¥ [s, del arco circular en la proyeccién B, de-
berdn determinarse exactamente para encontrar los puntos E y F, que loca-
lizados en las proyecciones dadas ayudaran a dibujar las lineas elipticas. Las
elipses que aparecen en las proyecclones dadas, horlzontal y vertleal, pueden
dibujarse mds facllmente determinando sus ejes, como ya se explicé en el
articulo 4.17. En la proyeccién vertlcal, por ejemplo, los ejes mayor ¥y menor
de las elipses del orificlo del perno de la culata son, respectivamente, perpen-
dicular y paralelo a la linea de referencia F-4. En la proyecclén horlzontal el
eje mayor de estas elipses dichas es paralelo a la linea FG de longitud real,
suponiendo horlzontal, en la proyecclén vertical, frgr. SBe localiza luego el
punto ga ¥ gr para establecer la linea frgr. Una proyeccién auxillar (no di-
bujada) en- direccién de la flecha C mostraria al plano de la ellpse referida
como una linea, y la longitud verdadera del eje menor de ese orificio, lo cual
es muy utll, Los circulos de los orificlos de los remaches, en la proyecclon ver-
tical, aparecen proyectados de canto, slendo el e)e mayor perpendicular a la
linea de referencia T-F,

PROBLEMAS. Grupo 46.
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correctamente su posicién en ambas proyecclones. Si el punto X ha girado, por
ejemplo 150°, las nuevas posiclones del punto X serdn: :::g_ :tf. que estdn en
la misma paralela.

ResuMEN. 81 el ele apareclera incllnado u oblicuo, la trayectorla del pun-
to X apareceria como una elipse, en una o en las dos proyecciones; para evi-
tar, en lo posible, tales complicaciones efectuaremos los giros preclsos solamen-
te cuando el eje se proyecte como un punto y en su longitud verdadera. Por
ello establecemos el siguiente principlo basico de revoluclon:

RecLa 16. REGLA pE REVOLUCION. La irayectoria circular de cualguier punto,
girando alrededor (e cualquier eje, aparece siempre como un circulo, des-
de el punto de vista del efe; ¥ como una linea perpendicular al eje, en
la proyeccion de longitud verdadera de ese eje.

e TN
.-i Eja X
! ah, ® | Ap
|
00 . .
5\ l J|-L'-=-—-._.._ Trayectorig circular Ejs
b " J del punte X -
H‘?“ b B “;’ x
- R
2 F —
~ x* [T
| SN

Eja

i Proyeccicn de perfil

de lo froyecforia circulor
descrila por el punio X

Fig. 5'1. Giro de un punto alrededor de un eje vertical,
5+2. Revolucién de un punto alrededor de un eje oblicuo

AnArisis, Como el plano del circulo, engendrado por el punto que gira al-
rededor del eje, ha de ser perpendicular a ese eje oblicuo, entonces esa cir-
cunferencla descrita apareceri como una elipse. Pero la construccién de tales
elipses es molesta y, afortunadamente, innecesaria, ya que el proceso de re-
volucion puede ser realizado fdcilmente con proyecciones auxiliares que:

Muestren ol eje en su longiftud verdadera y como un punio.

ProerLEMA. En la figura 5.2, la linea AB es el ele dado. Alrededor de este
eje el punto X ha girado 90°, en el sentldo de las agujas del relo], mirando
desde el extremo superlor 4 del eje; o en sentido contrario visto desde el ex-
tremo inferior B. Encontrar las proyecclones.
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CoNsTRUCCION, Se trazan las proyecciones A y B, para mostrar al eje en su
verdadera longitud y como un punto. En la proyecelén B el punto zp estd se-
parado del eje agbs el radio R del circulo de la trayectoria. Este circulo apa-
rece como una linea perpendicular al eje, en la proyeccién 4, con un valor 2R.

El punto Ty giré 90° pasando a la posicién z2f . Mientras el punto z, se
mueve perpendicularmente al eje hasta el punto x4.Y como el movimiento de
lm puntos estd sujeto a las leyes de alineacién y de similaridad, los puntos
zi ¥ zp tlene gque estar en la misma paralela. Y por aunea.cién y medidas
podemos encontrar en las proyecclones 4 y B los puntos rj y zf. Las elipses
s¢ muestran en las proyecclones iniciales solamente para resaltar la posieldon
de los puntos.

OTRAS DETERMINACIONES. La posiclon solicitada del punto girado, puede ser
determinada de otras maneras. Bupongamos, por ejemplo, que el punto X, de la
figura 5.2 se sollcita su situaclén de giro en la posicldn més baja. En este caso
debemos fijarnos en la proyeccién B y sobre todo en la A4, por ser ésta una vista
elevada. En la proyecclon A el punto mas bajoes el ry ., que en la B se corres-

ponde con el xf , hallando por alineacién los puntos .‘:,'F ¥y xf .
PRUBLEMAS. Grupo 47,

‘V
N
N

Fig. 52, Un punto girando alrededor de un eje oblicuo.

5:3. Revolucién de una linea alrededor de un eje oblicuo

AnAusis, La revolucion de una linea alrededor de un eje oblicuo puede rea-
lizarse girando dos puntos cualesquiera de la linea, slguiendo el método ante-
rlor de la figura 52, y girando cada punto el mismo valor angular. Un cuerpo
al girar cambla de posicién, pero no de tamafio o forma, sin variar la longitud
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de la linea que gira cualquiera que sea la amplitud angular girada. En este sen-
tido deberan fijarse, sobre todo, los principlantes.

Casc 1. GRADO DETERMINADO DE REVOLUCIGN. La figura 5.3 indlea la revolu-
cién de la linea XY en un glro de 80°, en el sentldo de marcha de las agujas
del reloj cuando se mira desde B hacia 4, alrededor del eje AB. El primer paso
serd hallar las proyecclones 4 y B, para que el eje aparezea en su verdadera
longitud y luego como un punto. Después en la proyeccién B se hara el giro
de 90" de la linea XY, y por alineaciones y medidas trasladar esta nueva po-
sieldn a las proyecciones dadas,

En la proyecclén B, los extremos de la linea ry ’y /2 han glrado ecada uno
el mismo angulo de 90° pasando a las posiciones zf y y® luego la posicién de
la linea girada serda zhyY . En la proyeccion 4 los puntos 4, ¥a, al girar los
90°, se mueven perpendicularmente al eje en longltud real, y por ello se en-
contraran en las intersecciones de las paralelas, trazadas desde lf prﬂrecclﬁn
B, con esas perpendiculares. encontrindose los nuevos puntos en ry , ¥4. ¥ por
tanto la linea serd szyf . Entonces, por alineaciones, tendremos las nuevas
lineas en las proyecclones horizontal y vertical, Bolamente en la proyeccion B,
de eje proyectado en punto, el giro no ha camblado la longitud de la linea.

By

Fthq::

Xy

X

Fig. 5:3. Giro de 90¢ de una linea alrededor de un eje oblicuo.

Caso 2. GIRO A UNA POSICION DETERMINADA. La flgura 54 nos expresa la
misma linea XV que ha girado alrededor del eje AB hasta ponerse de perfil.
En este caso el numero de grados de rotacldn gue se precisen es desconocldo.
Pero para que una linea aparezca en su verdadero valor en la proyeccidn A,
se preclsari que en la adyacente B sea paralela a la linea de referencia 4A-B.
Por eso la linea Tgsyp tlene gque girar hasta quedar paralela a A-B. Para ello
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se traza desde el eje una perpendicular agbp-P»s que cuando sea perpendicular
a la linea de referencla A-B indleard que :L'gyg seri paralela a A-B. En la
proyeccion A se encontrard ziy: , valor verdadero de XY, y por alineaclo-
nes se hdllan las proyecciones vertical y horizontal de esta linea XY puesta
ya de perfil.

PROELEMAS. Grupo 48.

rr‘""""‘--....’f_t

X

Flg. 534, Linea que gira alrededor de un eje oblicuo hasta ponerse de perfil.

5-4. Ejes superpuestos

En los articulos precedentes el principio fundamental de los giros se ha
aplicado a puntos y lineas, que giran alrededor de determinados ejes blen es-
peclficados, aplicdndose a casos de lineas obllcuas para demostrar el caso mas
general. Aunque estos giros, alrededor de ejes oblicuos, se solicitan en casos
determinados, lo mas frecuente es emplearlos como un medio para resolver al-
gunos problemas, planteados por el dibujante, de acuerdo con las caracteristi-
cas del problema.

En los articulos sigulentes clerto nimero de problemas tiplcos se resolverdn
por el método de los giros; en otras palabras, los giros se emplearin para va-
rlar la posiclon del objeto, ¥ en cada caso la direccién y situaclon del eje de
revoluelén se supondrd de acuerdo con el deseado cambio de posiclén del ob-
jeto. Pero, sin embargo, no hay que olvidar, en los ejes supuestos, que en las
proyecelones gque se obtengan de esos ejes serdn para representarios en su ver-
dadera longitud y como un punto (regla 16).
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ConsTRUCCION: EJE VERTICAL. En la proyeccléon horizontal el eje vertieal figu-
ra en un punto, pero se simplifica la solucitn si el eje corta a la linea dada en
un punto tal como el A. En la figura 56 el eje figura en ar y en la perpendicu-
lar desde ap a la linea de referencia T-F. En el grifico de la derecha aparece
el eje vertical y la linea AR girando alrededor de él. El punto B describird una
trayectoria clrcular, permaneclendo fijo en el mismo sltio el punm A. En la
proyeccion horizontal al pasar el punto by a la posicion b,. o b,- se pone pa-
ralelo a T-F, luego en las posiclones correspondientes de la proyecclon verti-
cal la linea AB estaria en su verdadera longltud. El punto bp se mueve per-
pendicularmente al eje pasando a las posiclones bE o bE, v las lineas de trazos
arbi ¥ asb% expresan la longitud real de AB.

y

—"'#*—-‘h‘"\..

Eje vertical

Fi
b:-ﬂ..._.
Fig. 5+6. Longitud verdadera de una linea girando alrededor de un eje vertical

ConstrUCCION: Efe horizontal perpendicular al plano vertical. En la figura
57 vemos la misma linea AB glrando alrededor del eje horizontal perpendlcu-
lar al plano vertical gue se proyecta en el punto 4 en la pmy:cciﬁn vertical.
El punto by se mueve describlendo un arco, pasando a la posiclon bf para que
la linea agb, quede paralela a T-F. En la proyeccion horizontal el movimlentu
del punto br es slempre perpendicular al eje, pasando a la puslclc-n by . direc-
tamente encima de la proyeceién vertlcal bh La linea arb,- indleara la ver-
dadera longitud de la linea AB, que tiene la ml.ama longitud que la encontrada
en la figura 5-6.

Cuando se tlenen que encontrar las longitudes verdaderas de series de li-
neas, este método de giro es el mis adecuado y mdas rapldo que el meétodo de
proyecclones auxillares, empleindose en los problemas de desarrollos de su-
perficles (art. 10-11).
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gulo figure como una linea, el dngulo gue forma esta linea con la horizontal
serdi el angulo de pendlente buscado. 8i el giro fuera hecho alrededor de otro
eje en gque el plano figurard como una linea, ya no indicaria el angulo de pen-
dlente.

FROBLEMAS. Grupo 50.

5+9. Tamaifo verdadero de un plano

ANALISIS. Un plano se puede mostrar en su tamafio real, girindole hasta
que sea perpendicular a la linea visual, en una de las proyecciones, pero eso
indicard gue en una proyecclon adyacente este plano ha de figurar como una
linea paralela a la linea de referencia. De lo que se deduce:

Verdadero lomono del plano ABC

Poralelos

?b"

Fig. 5-10. Tamano verdadero de um plano por revolucidn.

Se gira el plano alrededor de un eje situado en el mismo. apareciendo este
eje en su longitud verdadera, en la proyeccién en que se precise el ta-
mario real.

ProeLEMA. En la flgura 5-10 glrar el plano ABC hasta que se represente en
su tamafo real en la proyecclon horizontal.

ConsTrucciON, El eje de revolucion tiene gue estar en longitud verdadera en
la proyecclon horizontal, seleccionando a la linea EC como eje. Pero, aplican-
do la regla 16, el eje tlene que proyectarse como un punto, trazando la pro-
yecclon auxiliar 4. Entonces el plano se ha proyectado como una linea, de-



SUPERFICIES DE REVOLUCION 155

blendo girarla hasta que sea paralela a la linea de referencia T-A. Los puntos
a4 ¥ b, siguiendo trayectorias circulares pasarin a las posiciones af ¥ bf.
mientras los vértices ar y br han pasado a las posiciones a?y h#. Los puntos
En’sc no s mueven y ya tenemos el tridangulo en su verdadero tamafio, en
apbrer , sin tener que hacer giros en la proyecelén vertical.

ResuMEN. Un plano puede girar, en cualquier proyeccion, hasta gue apa-
rezca en su tamafio verdadero, si el eje supuesto en el plano figura también
con su longitud exacta. Bl quisléramos que el tridangulo ABC figurara, por ejem-
plo, con =u tamafio verdadero en la proyecclon vertical, tendriamos gue repre-
sentar al eje en esa proyeccion en su longitud real, ¥y como un punto en la

proyeccion adyacente.

PROBLEMAS. Grupo 51, -

5-10. Contrarrevolucién o contragiro

Contrarrevolucién es un proceso de volver a glrar nuevamente los puntos
y lineas, gque habiamos encontrado, para volverlos otra vez a las posiciones ini-
clales. 81, por ejemplo, se ha hecho girar un plano para que apareclera en su
tamafio exacto, para asi trazar bisectrices, hallar angulos, etc., cuyos nuevos
elementos tienen que aparecer ¢n las proyecciones iniclales, no habrd mis re-
medio que hacer la contrarrevolucion, camino inverso de la revoluclén.

ProeLEMA. En la figura 5:11 trazar un cuadredo de lado 1,25 ¢m en el pla-
no ABCD, el centro del cuadrado debe estar & 1,375 cm del vértice 4, vy 1 em
mds bajo gque el vértice B, debiendo ser horizontales dos lados de ese cuadrado.
(Este problema es el mismo que el del art. 4156 y fig. 4-17).

ConsTRUCCION. Se ha trazado la linea horizontal EF a 1 ¢cm debajo del pun-
to by, en cuya linea estarid el centro O del cuadrado buscado. Para mostrar al
plano ABCD en su verdadero tamafio, en la proyecclon horizontal, tendria gue
girar alrededor de la linea EF, en su valor real, pero ocurriria como en la
figura 5.10, que quedarian casi superpuestos los dos planos originando confusion
en el entendimiento de las lineas, por ello se puede emplear un eje paralelo
a EF que pase por el vértice D. punto o7 se encuentra a 1,375 cm del vér-

tice aF. El cuadrado de lado 1,25 em rr8rizv7 puede ser construldo con centro

en a# ¥ con dos lados paralelos a EF. La posicion girada del cuadrado tam-

bién se localiza en la proyeccidén 4. La posicién del cuadrado tiene que contra-
girarse, para gue en las proyecciones dadas se pueda sltuar la posicion del
mismo en el plano ABCD. Los puntos R, S, T y V, vuelven a girar en la pro-
yecelon A, con trayectorlas de arco, para ocupar posiclones en la original pro-
yeccion de perfil del plano dado, de la proyeccion 4; mientras que en la pro-
yeccldn horizontal estos mismos puntos se mueven perpendicularmente al eje,
y por alineaclones y medidas poder encontrar este cuadrado en la proyecelon
vertical.

PROBLEMAS. Grupo 52.

5:11. Angulo diedro

AwALisis. El dngulo diedro entre dos planos debe ser medido en un plano
que sea perpendicular a la linea de Iinterseccion de los dos planos dados,
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{art. 4.38). Y para encontrar sus Intersecclones con los planos dados, se puede
emplear el método de glros, mostrando el plano de corte y el Angulo diedro
en su verdadero tamafio,

ProsrEma. En la figura 5.12 determinar el dngulo diedro entre los planos
ABC y ABD por el método de revoluelon.

Fase 1. Iustrar grdficamente este proceso.

Dichos planos se cortan segan la linea AB. Se traza el plano DPR, perpen-
dicular a AB, que corta a esos planos, al ABD segin DP y al ABC segun PR,
slendo el angulo DPR el angulo diedro solicltado, pero al estar en un plano
oblicuo no aparecera en su verdadero valor nl en la proyeccion horlzontal ni
en la vertical. Luego e] plano DPR tiene que glirar alrededor del eje horizontal
DS, para tomar la posicldn DPRR R pudiendo ahora hallar el verdadero valor
del angulo diedro en la proyeccléon horizontal.

Fase 2. Representar la linea de interseccidn en su verdadera longitud.

Como el plano cortante tiene que aparecer de perfil, antes de girar, para apa-
recer en su verdadero tamafio (art. 5.9), tlene que construlrse la proyecclén A4,
para mostrar la Interseccidon en su longitud exacta. (La proyeccién 4 podria
ser también adyacente a la proyeccion vertical, en cuyo caso el plano cortante
deberia girarse, para fgurar en su tamafio verdadero, en la proyecclon ver-
tical),

Fase 3. Establecer un plano cortante perpendicular a la linea de inter-

seccion,

(8e ha omitido la proyeccion vertical, por no ser necesaria a la solucion.)

El plano cortante C-P se supone de perfll en la proyeccléon A, perpendlcu-
lar a la Interseccldn asb, , en cualquier punto, por ejemplo, por el punto D.
La interseccién con el plano ABD es d,p. ¥ con el plano ABC lo hace por la
linea para.; cuyas lineas trasladadas a la proyecclon horizontal nos dan las li-
neas DP y PR que forman el angulo diedro solicitado, debiendo aparecer estas
lineas claramente en las dos proyecclones adyacentes antes de ensayar cual-
guier revolucidn.

Fase 4. Girar el plano cortante hasta que aparezca en su tamdfio ver-

dadero.

El eje tiene gue mostrarse como un punto en la proyeccién A, y en su lon-
gitud verdadera en la proyeccion horizontal. Si escogemos el eje por el punto
D solamente los puntos R y P tendran que girarse. moviéndose Ios puntos ry
¥ Pa, por arcos de circulos, a las posiclones "..l ¥ pj , quedando el angulo dle-
dro DPR paralelo a la linea de referencia T-4, y por ello en la proyecclon
horizontal se muestra ese dangulo diledro en su amplitud real. Una simplifica-
cion se puede observar al ver que la linea PR pasa por el punto S, que no se
mueve durante la revolucldén, siendo necesario solamente glrar el punto P.

PROBELEMAS. Grupo 53.

5:12. Encontrar el dngulo que forma una linea y un plano

Axirisis. El angulo gue forman una linea y un plano no se alterara si
la linea gira alrededor de un eje que sea perpendicular al plano. 81 la linea gira
hasta aparecer en su longitud verdadera entonces el dngulo de esa linea con el
plano marcara su amplitud real, Un eje gque sea perpendicular a un plano obli-
cuo flgurarda como un punto sdélo cuando ese plano esté en su tamafio real,
y ese eje aparezea con su longitud real sl el plano esta de perfil. Por ello:
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Tomahio verdodero del plano ABCD

W Y T—

Fig. 5-11. Contrarrevolucién de una figura plana.
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\ C%J \-P-'um corfanfe
Plano corfante giredo paora

mostrar el dngulo diedro (A.D.)

Fig. 5-12. Hallar un dngule diedro por revolucién.
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gue forme dngulos determinados con otras lineas o planos, se aplicard la cons-
trucclén referlda en dos conos de revoluclon.

5-14. Situar una linea que forme dngulos dados con otras dos lineas que se corten

(caso especial)

ProBLEMA. En la figura 5-15 se dan dos lineas AO y BO que se cortan en el
punto O, apareciendo en la proyecclén horizontal A0 como un punto y BO pa-
ralelo a la linea de referencia T-F; luego en la proyecclén vertical estas dos
lineas estaran en longitud verdadera, formando un dngulo de 35°, hablendo
supuesto & las dos lineas en posiclon especlal para simplificar la solucién, tra-
tando el caso general en el préximo articulo, Be plde trazar una linea o lineas
que formen un angulo de 20" con la linea AOQ, ¥ otro de 25" con la linea BO.

Wy~
‘;"f‘\ Saie dal coso A
\‘ \

b, 1llh;ﬁr"-“‘r
7

Fig. 5:15. Linea que forma #ngulos dados con otras dos Ifneas que s¢ corten.

Awirisis. El lugar geomeétrico de las lineas que pasen por O y formen un
dngulo de 20" con la linea AO estarid en la superficle de un cono circular recto
A, con vértice en O y de ele A0, y con dngulo en el vértice de 20°. Del mismo
modo el lugar geométrico de las lineas que forman un éngulo de 25° con la
linea BO serd un segundo cono B, con vértice tamblén en O y de eje BO:
mostrandose estos dos conos, griaficamente, en la figura 5-15. Estos dos conos
tlenen comun el vértice O, cortindose las dos superficles cénicas segun las li-
nas rectas X0, YO, perteneclendo los puntos X e ¥ a las superficles de las ba-
ses de los dos conos, es declr que los dos circulos de las bases de radlos r y
se cortan en esos puntos X e Y, slempre que sean iguales las generatrices de
ambos conos. Por ello estas dos bases estarin de O a la misma distancla R,
debiéndose encontrar en la superficle de la esfera —que se ve en la figura—
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que tiene por vértice O y por radio R. En resumen:
Los dos conos tienen que tener comiin el vértice y la generatriz.

ComnsTRUCCION. En las proyecclones de la figura 5-15, en la vertical, los ejes
AO y BO estan en su magnitud real y las bases aparecen de perfil. Para en-
contrar los conos, seé hace centro en O y con un radio cualqulera R se traza
un circulo; a ambos lados de apop se trazan los 20° del dngulo en el vértice
del cono A, y a los dos lados de bpor Sse toman los 25° del angulo en el vértice
del cono B. Se trazan las bases gque se cortarin en los puntos Tp,}r Que apa-
recen unidos en esta proyeccién vertical, y separados en la circunferencia en
la proyeccitn horizontal, La linea solicitada serd la X0 o la YO.

BoLucioNEs PosIBLES. En el caso mostrado hemos encontrado dos soluciones;
pero sl el dngulo que forman los dos eles es menor gue la suma de los dos
fingulos en el vértice de los dos conos, entonces los conos no se cortarian, y no
habrd solucidn. ¥ sl ese dngulo de los dos ejes fuera exactamente igual a la
suma referida, indicaria que los conos son tangentes, exlstiendo solamente una
solucién. Pueden también existir fres o cuatro soluclones, como veremos en la
flgura 5.16, cuando los d4ngulos en el vértice son suficientemente extensos y se
prolongan las superficles de los conos.

5-15. Situar una linea que forme dngulos dados con otras dos lineas que se corten
(caso general)

PropreMa. En la figura 5-16 se dan las lineas A0 y BO, que se cortan en
el punto O, en las proyecciones horizontal y vertical. Se solicita encontrar una
linea, o lineas, que pasando por el punto O, formen un angulo de 45" con la
linea AOQ y de 60" con la BO.

ANALISIS. Este problema es similar al anterior, s6lo que ahora las lineas no
aparecen en la posicién especial que antes tenian, pero queda reducido al
caso anterior al construir las proyecciones auxiliares en que se cumpla:

Mostrar un eje del cono como un punto, para que en la proyeccion adyacen-
te figuren los ejes de los dos conos en su verdadera longitud.

CoxsTrUcciON. Primeramente hay que representar las lineas dadas, AO y BO,
en las proyecciones auxiliares A, B y C. En la A, se representa AO en su longi-
tud real, para que en la B se proyecte como un punto, y en la C aparecen las
dos rectas en su longitud verdadera.

Después, como en la figura 5.15, aparecen representados en forma sencilla
los dos conos en las proyecclones B y C.

En este caso, ademas, las lineas A0 y BO se han prolongado mds alld de O,
mostrandose ambas hojas de cada cono. La hoja lzquierda del cono de §0° cor-
ta a la hoja superior del cono de 45° dando dos soluclones: lineas-X0O e YO.
Pero la hoja derecha del cono de 60" es tangente a la hoja superior del cono
de 45, dando la linea ZO como tercera solucién. Las lineas Z'0, X'0 e ¥'O no
sm; n;’rsa soluciones sino solamente las prolongaclones respectivas de Z0, XO
y de A

Hablendo encontrado, en la proyeccléon C, que hay tres soluclones posibles
€5 este caso, cada uno de los puntos X, ¥ y Z pueden situarse en la proyec-
clon B, en la base circular del cono de 45°, en los puntos Ig, ¥p,y 2s8. Las tres






164 SUPERFICIES DE REVOLUCION

5.16. Situar una linea que forme dngulos dados con otras dos lineas que se crucen

Este problema se presenta en determinados trabajos de construcclén, cuan-
do es preciso unir dos tuberias que se cruzan con una tercera, empleando ra-
cores corrientes que son valederos solamente para clertos angulos.

AnArisis. Al no cortarse las lineas no colnciden los vértices de los conos,
pero como la soluclén, en direccidén, para dos lineas gue se crucen es la misma
que la de dos paralelas a las lineas dadas, trazadas por un punto, nos en-
contrariamos en el caso del problema anterior, por ello:

Resolver el problema con dos lineas gue se corten que sean paralelas a las
lineas dadas que se cruzan.

Proyeccidn A.

. g, .
- ---.7\ Cy zigﬂ_ﬂj%‘\ ;J d,

Paralelas——— | N

L ST

njo

Proyecciones auxiliares de las .
lineas que se cruzan Proyeccién de los lineas de interseccién

Fig. 5-17. Linea que forme dngulos dados con otras dos gue se crucen.

ProsLEMA. En la figura 5-17 las lineas AB y CD, son las lineas dadas que
se cruzan, solicltdndose una tercera linea gque las una, gue forme con AB un
angulo de 457, ¥y con CD uno de 607,

ConasTrUcCcION. Lo primero es construir las proyecclones auxillares que re-
presenten las lineas en posicién simplificada.

En general se necesitan tres proyecciones auxlllares o por lo menos dos
como las que se muestran con las lineas dadas en las proyecclones B y C de la
figura 5.17. En la proyeccién A (que no se representa), se indica que la linea
AB estd en su longitud verdadera; para gue en la B flgure como un punto.
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La linea de referencia B-C se ha trazado paralela a c¢azdg , con lo que las dos
lineas dadas figurardn en su longitud verdadera en la proyecclon C. Como no
se precisan mas que dichas proyecciones B y C, éstas son las que unicamente
se consideran en la figura 5-17.

El segundo paso que vamos a realizar se efectia en cualquier parte del
papel cercano a las proyecclones B y C. Se traza la linea de referencia B'-C
paralela a B-C, situando a O’ en cualquler sitio y desde él se trazan las lineas
A’B" y C'D’ paralelas a las lineas dadas, en las dos proyecclones B y C. Con lo
que ya tenemos dos lineas que se cortan paralelas a las dos iniclales que se
cruzan. Y ya se podran trazar los dos conos con el vértice coman O, con una
construcelén idéntica & la indicada en la figura 5:16, en )as dos proyecclones
BylC(C.

Es evidente que las tres lineas X0, ¥'O' y Z'0° formarin los Angulos so-
lleltados con las lineas —que aqui se cortan— A'R' ¥ C'D¥., Bastard ahora,
las proyecciones B y C, trazar las paralelas a las correspondientes lineas de las
proyecclones B' y C'. La linea MN, por ejemplo, se ha trazado paralela a X'0’,
por el punto agbs se traza mpny obteniendo el punto ny en donde encuentra
esa recta a cpdp ; luego lo trasladamos a ne desde donde trazamos la para-
lela a 2'co'e teniendo el punto me.

La linea MN es por lo tanto una soluelén poslble a este problema, y la PQ
es la segunda solucion trazada paralela a Y'0Q’. La tercera solucién es impo-
slble, pues la AB paralela a 2’0’ no se encuentra con la linea CD, al ser pa-
ralela a ella. Por ello de las tres poslbles soluclones solamente hay dos soluclo-
nes practicas. ¥ en general, para dos lineas que se cruzan, o no hay solucién,
o hay dos o cuatro soluclones,

PROBLEMAS. Grupo 56.

5:17, Trazar una linea que forme dngulos dados con dos planos

AwALisis. 8i una linea que pase por un punto ha de formar un dngulo cons-
tante con un planp, estard contenlda en una superficle conica lugar geométrico
de todas estas lineas, con un eje perpendicular al plano, A ese angulo cons-
tante se le llama dngulo base (véase fig. 5.14), slendo el complemento del dn-
gulo en el vértice. 8l la linea tlene que pasar por un punto dado O, entonces
se trazarin dos conos con el vértice comin y de eles perpendiculares a los dos
planos dados. Un eje de un eono, en una proyecclén, tlene que aparecer como
un punto, ¥y en otra ambos ejes tlenen gue flgurar en su longitud real, lueg-
debemos:

Mostrar un plano en su lamafo verdadero, ¥ en una proyeccidn adyacente
los dos planos deben aparecer de perfil.

ProsLEMAa. En la figura 5-18 se plde localizar una linea, o lineas, que pa-
sando por el punto dado O formen un é&ngulo de 60° con el plano ABCD, ¥ que
tengan una pendiente de 45" t(dngulo que forma con el plano horlzontal),

Constauccion. El plano horizontal estd en su verdadero tamafio en la pro-
yecelén horizontal, ¥ en la proyeccion A ambos planos estian de perfil. En esa
proyeccléon A, el eje de un cono, es perpendicular al plano horizontal, y el ele
del otro cono es la perpendicular trazada desde O al plano ABCD. Tracemos
la esfera y los dos conos dentro de ella; siendo los Angulos de 45° y de 60°
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soluclén en cualquier par de proyecclones adyacentes, sl en una de las pro-
yecclones se muestra uno de los ejes como un punio y el otro en longitud ver-
dadera, Es decir, que slendo perpendiculares los ejes de los conos no es ne-
cesarlpo encontrar la proyecclén que muestre ambos ejes en sus longitudes
reales.

PROBLEMAS. Grupo 57.

5-19, Trazar una linea que forme dngulos dades con otra linea y con un plano

AwAnisis. Uno de los conos debe tener por eje la linea dada, y el eje del
segundo cono debe ser perpendicular al plano dado, Y para ver a estos efes
en su posielén mds sencllla seria preciso:

Mostrar al plano en tamafio real, y en una proyeccion adyacente a la linea
en longitud verdadera.

ConstTRUccION. Como este problema es tan similar a los que ya antes hemos
tratado no se ha representado graficamente, pero en la figura 4.46 se tlenen
las flustraciones de esta clase de proyececlones auxlllares que hay que obtener
en este problema.

PROBLEMAS. Grupo 58.

5:20. Otros problemas de lugares geométricos

En los articulos anteriores se ha tratado, tdnicamente, de trazar una linea
que forme angulos determinados con otras lineas o planos, Se ha visto que por
medlo de la superficie del cono, lugar geométrico de angulos constantes, podian
resolverse esos problemas. Pero existen otros problemas que se resuelven por
medio de otros lugares geométricos engendrados por el movimiento de una li-
nea en determinadas circunstanclas origlnando diversidad de superficies: su-
perficle conica, cllindrica, alabeada, etc. La determinacién de un plano muchas
veces se resuelve al encontrar su tangencla a una superficle curva, en un pun-
to determinado; asi como para encontrar una superficle curva habri que es-
tudiar sl puede ser un lugar geomeétrico engendrado por el movimlento de un
punto. Por ello es muy interesante el estudio de las superficles curvas, tra-
tindose en los proximos articulos de los problemas que pueden resolverse por
medlo de otros lugares geométricos.



6. SUPERFICIES DE SIMPLE CURVATURA

6:1. Clasificacién de las superficies

Las superficles regulares se pueden considerar divididas en dos clases prin-
clpales, con las subdlvislones sigulentes:

1. SUPERFICIES REGLADAS,
a. Poliedros.
b. Superficies de simple curvatura.
c. Superficies alabeadas.
2, SUPERFICIES DE DOBLE CURVATURA.
a. Superficies de revolucion.
b. Superficies de evolucidn.

Las superficles regladas se engendran por el movimiento de una linea recta,
y las de doble curvatura por el de una linea curva, Ya vimos que el movimien-
to de un punto engendraba una linea, recta o curva; pues del mismo modo el
movimiento de una linea, recta 0 curva, engendra las cinco superficles gue he-
mos enumerado, Las lineas llmitan las superficles, y éstas a los cuerpos; pero,
sln embargo, podemos considerar a la superficle en si misma, como algo sus-
tantivo, que aunqgue tenga espesor sea desatendible por su peguefiez, v asi en
forma convencional, y para fines précticos, conslderamos superficles a tube-
rias, conductos, tolvas, ¥y & muchos objetos acanalados o ranurados.

Recalcamos que las superficies regladas son engendradas por una linea rec-
ta movil.

Los poliedros tlenen su superficle completa compuesta de superficles planas
(véanse arts. 4-28 al 4.31).

Las superficies de simple curvatura, son las engendradas por el movimiento
de una linea recta desplagdndose por una linea curva directriz, sin perder su
contacto, para que en cada dos poslelones consecutlvas de esa generatriz se
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conserve blen paralela a si misma o cortdndose. Los unicos ejemplos de estas
clases de superflcles son las superfictes conlcas, cllindricas y las convolutas.

Las superficies alabeadas son las engendradas, tamblén, por el movimien-
to de una linea recta, desplazdndose sobre dos o tres lineas directrices, con
la condlcién de que dos posiclones consecutlvas de la linea generatriz tengan
gue cruzarse; lo gue distingue a estas superficles no desarrollables de las de
slmple curvatura o desarrollables, en las gque dos posiciones seguldas de la ge-
neratriz o se cortan o son paralelas.

Las superficies de doble curvatura son las engendradas por el movimiento
de lineas curvas.

Las superficies de revolucidm se pueden conslderar engendradas, esenclal-
mente, por el movimiento de una linea, recta o curva, que gire alrededor de
un eje. Con este especlal concepto estin Incluidas, como de revolucidn, las su-
perficles de simple curvatura, alabeadas v de doble curvaiura.

Las superficies de evolucion, solamente pueden ser engendradas por el mo-
~vimlento de una linea curva, con Inclinaclén eonstante o varlable, sigulendo
una trayectorla curva que no sea circular, con camblos de trayectorla o de
generatriz,

En los trabajos de ingenieria, las superficles de simple curvatura que tie-
nen mas aplicaciéon son la cllindrica y la conlea, y por ello les dedicaremos
mayor atenclén. Veremos que los métodos resolutivos que se empleen para el
cilindro, serdan extensivos para el prisma; y los que sirvan para el cono se
aplicaran a la piramide, al considerar & ésta como una varlante del cono.
Y hasta, con un poco de imaginacién, podemos considerar al cilindro como si
fuera un cono cuyo vértice se hublera ido al infinito; por lo que las soluciones
de muchos problemas empleadas para el cono, con ligeras modificaclones, se
aplicardn tamblén al cilindro.

6-2. Lineas de curvatura

Una linea de curvatura es la trayectoria que sigue un punto que se mueve
camblando constantemente de direccion. 81 este punto mévil no sale de un pla-
no, la linea serd una linea curva plana, o linea de simple curvatura;, en caso
contrario, que la trayectoria no esté en un solo plano, serd una lineg curva del
espacio, o linea de doble curvatlura.

Hay Infinitas curvas planas, pero solamente se conslderan el nimero redu-
cldo gue se emplean en las tareas de Ingenleria. De primordial importancia son
las secciones cdnicas, en las que estdn Incluidas el circulo, elipse, pardbola
g hipérbola. En el Apéndice figuran las propledades y métodos de construccién de
las secclones conicas. Estas curvas serdin tratadas més ampllamente en el ar-
ticulo 6-8.

Otras curvas planas de lmportancla practica son las Ruletas, que compren-
den el Cicloide, Epicicloide, y el Hipocicloide (que se emplean para los perfiles
dentados de engranajes clecloidales); Las Espirales, entre las cuales la Involuta
es la mds corrlente (que se emplea para los perfiles dentados de engranajes
que tlenen esa forma), vy las Curpas Trigonométricas, especialmente la Sinu-
soide, para los estudios referentes a movimilentos perlddicos.

Las lineas de doble curvatura tienen también una varledad infinita, pero
1a hélice, en sus variadas formas, es con mucho la mdas corrliente (véase articu-
lo 627). La interseccldon de dos superficies de curvatura suele ser una linea de
doble curvatura.
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6:3. Superficies de simple curvatura

Como dijimos se engendran por el movimiento de una linea recta, llamada
generatriz, que se desplaza dirigida sobre una curva direciriz, de tal modo que
dos posicilones consecutivas de la generatriz estén en un plano; es decir que
las lineas consecutivas han de cortarse o ser paralelas, pero no cruzarse, para
que la superflele que obtengamos sea de simple curvatura o desarrollable v no
sea alabeada. Comprenderin, pues, solamente las superflcies correspondlentes
al cono, cilindro, v a la convoluta.

Conos. El cono estd engendrado por una linea recta gque se desplaza sobre
una linea curva ¥y que pasa slempre por un punto fijo llamado wvértice, que no
esté en el mismo plano que la curva. En la figura 6.1(a), la directriz es la linea
curva AB; el punto fijo V es el vértice; la linea X¥ es la generatriz, que al
desplazarse slgulendo la linea AB engendra la superficle cdinlca, llamdndose
elemento de esta superficie a cada posicléon gque tome esa generatriz, la que
teniendo que pasar siempre por V, se considera indefinlda en ambos sentldos
formando dos hojas o ramas de superficle conica con su movimiento, y asi el seg-
mento VX engendra la hoja inferior mientras el VY engendra la hoja superior.
Cuando los elementos de un cono estin limitados por un plano, horizontal eomo
el indicado en la figura o bien oblicuo, la curva que resulta de la Intersecclon
se llama base del cono.

Cromworos. Un clllndro es engendrado por el movimlento de una linea recta
gque se desplaza sobre una linea curva plana, permaneciendo slempre en todas
sus posiclones paralela a su posicidén inicigl. En la figura 6.1(b), la directriz es
la linea curva plana AB; la linea recta XY es la generatriz, que al desplazarse
por AB paralela a su poslelén inicial engendra la superficlie ellindrica, mostrian-
dose en la figura esas poslclones diversas o elementos de la superflcle. Aungue
la superficle es indefinida se considera limitada por dos planos paralelos hori-
zontales o bien oblicuos, que al cortar a esta superficle origlnan las curvas que
se llaman bases del cllindro.

La directriz del cono o del cilindro dijimos gque era una linea curva plana,
gue es lo corriente, pero también puede ser una linea de doble curvatura. Esta
directriz puede tener la forma irregular que vemos en la figura 6-1, pero lo mis
comiun es gque tenga una forma regular y cerrada, soliendo ser una circunfe-
rencia o una ellpse. A continuaclén en los articulos gque veamos se tratari de
los conos ¥ cllindros que corrientemente aparecen en la préactica, sin perder su
caracter cuando esas figuras tengan otro aspecto menos familiar,

CONVOLUTAS: GENERACION POR LINEA TANGENTE.—Una convoluta puede ser en-
gendrada por una linea recta gue se mueva de tal modo que sea siempre tan-
gente a una linea de doble curvalura. En la figura 6.1 (¢) la directriz es la linea
de doble curvatura 4B, y la linea XY es la generairiz que se traslada por AB,
slempre tangente & ella en los sucesivos puntos X, engendrando la convoluta,
slendo los elementos de su superficie las distintas posiclones que va tomando XY.
La longitud de XY puede ser fija o variable, ¥ se puede extender a ambos lados
del punto de tangencia formdndose dos hojas de convoluta, slendo de una
hoja la que se indica en la figura 61 (c).

Aungue la convoluta pudiera aparecer como una superficle alabeada es real-
mente una superficle de slmple curvatura, ya que dos posiclones consecutivas
de la generatriz se pueden conslderar tan cerca como sea preciso para que se
corten, y la tercera posiclén adyacente cortard a una de las dos, como vemos
en el dibujo de detalle de la izqulerda de la figura 6-lic)., en los puntos de en-
cuentro M ¥ N.
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CONVOLUTAS: GENERACION POR PLANO TANGENTE. Una convoluta se puede con-
siderar tamblén engendrada de otro modo de conslderable wvalor prdctico. Bi
colocamos un plano de tal modo que sea tangente a la vez a dos lineas curvas,
que no estén en el mismo plano, la linea recta que une los puntos de tangencia
similares de las dos curvas seri un elemento de la superficie de la convoluta
gque une las dos curvas. En la figura 6-1(d) las direcirices son las dos curvas se-
mejantes AB y CD; se coloca al plano tangente de tal modo que sea tangente
ala curva AR en un punto X y 2 la curva CD en un punto ¥, silendo XY un
elemento de la superficle. El plano tangente lo seréa a la superficle de la convo-

(b) Generacién de un cilindro

. Plano tangente Elementos
Tres w
elemenios
conseculvos
Directriz de %
doble :ur
A
.
= | | L -l
(c) Generacién de uno (d) Generacién de una
convolute por linea tangente convoluta por plono tongente

Fig. 6-1. Generacion de las superficies de simple curvatura.
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que estdn en el arco menor crdr, comprendldos entre los elementos extremos,
tangentes a la elipse. Y los elementos gque son visibles en ambas proyecciones,

son los comprendidos en el pequefio arco BD, lo mismo que ocurria en la fi-
gura 6:3.

6-5. Proyecciones principales de un cono circular recto con eje inclinado
En la flgura 82 vimos un cono circular recto en su poslelon mas sencllla, o

sea de eje vertleal. Conslderemos ahora el mismo cono, perc con el eje ineli-
nado, ¥y base Inclinada.

(b) Métode de dos

proyaccionas

(a) Método de proyeccién de perfil

Fig. 6-5. Proyecciones principales de un cono circular recto con eje inclinado.

ANALisis. La base clircular del cono apareceri como una elipse en las dos
proyecclones. Como el eje del cono ha de ser perpendicular al plano de 1a base,
el eje mayor de cada elipse ha de aparecer perpendicular al eje del cono en cada
proyeccldn (Regla 15). La direcclén de los ejes de la elipse son por lo tanto
conocidos, ¥ la longitud de cada eje menor se determina por el método de pro-
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yeccion de perfil del articulo 417, o por el método de las dos proyecciones del
articulo 4-18.

ProsLEMa. En la figura 6.5 se conocen, el eje V4 y el didAmetro de la base, ¥
s¢ solleita el trazado de las proyecciones horizontal y vertical del cono circular
recto.

METODO DE PROYECCION DE PERFIL. En la flgura 6.-5(a) los dlametros mayores,

1-2 y 5-6, se han trazado perpendiculares al eje del cono, ¥ en su longitud ver-
dadera, como dato del problema, en las dos proyecciones. Be trazan las pro-
yecclones A y B, para encontrar el eje del cono VA en longitud verdadera, pues
la dada en las proyecclones Iniclales no lo era; apareclendo la base circular de
perfil ¥ perpendicular al eje. Los ejes menores de las elipses, que representan
la base ecircular, se obtlenen a partir de las proyecclones 4 y B.
Una vez conocldos los dos ejes se podridn trazar las dos elipses de la base, ¥ des-
de el punto dado V las tangentes a las mismas, gue no coinelden con las rectas
gque van a los extremos del eje mayor, ¥y asi tendremos los elementos extremos
v el pader completar las dos proyecclones solieltadas.

La parte oculta del perimetro de la base, de la elipse de la proyecclon ho-
rizontal, se toma a partir de los puntos de tangencia T,siendo un pocc menos
de la mitad del perimetro de la base,

METODO DE LAS DOS PROYECCIONES. En la figura 6-5(b), los dlametros mayores
en su longitud verdadera 1-2 y 5-6, se han trazado perpendiculares al eje del
cono en cada proyeccion, Para encontrar los ejes menores podemos seguir el mé-
todo establecido en el articulo 4.18 (y también en el Apéndlce, A-B). Y luego
las elipses y los elementos extremos se pueden trazar segun el método anterior.

6+6. Situacion de un punto sobre la superficie de un cono

En el articulo 4.5 ya vimos que para resolver este problema era necesarlo
primeramente, cuando se trataba de una superficie plana, situar al punto sobre
una linea de ese plano; pues lo mismo habrid que hacer ahora si la superficle es
de simple curvatura, alabeada, o de doble curvatura. Por esto se puede esta-
blecer, en términos generales:

Un punto puede ser localizado sobre una superficie, solamente por una ve:
por medio de una linea o elemento que estando en esa superficie contenga
a ese punto.

Un elemento lineal recto es la linea mas simple que puede encontrarse en la
superficle de un cono, y es generalmente la linea preferlda para locallzar un
punto en una superficle.

En la figura 6-6(a) se supone que se da el punto xr como punto visible, sobre
la superficle de un cono clrcular recto, solicitdndose sltuar al punto rr. Por ve
se traza la generatriz correspondiente al punto zp que corta a la base en el
punto ap. Al ser visible el punto rr también serd visible el elemento rear y el
punto ap también seri visible y la proyecclén horizontal rr estard en la mitad
del circulo de la base visible o sea la méds cercana a la linea de referencia T-F.
Encontrindose el punto rr en el elemento vrar y en la paralela desde zp.

Supongamos de nuevo la figura 6-6(a) en la gue ahora nos dan el punto yr,
solicitandose yr. Como estd en un elemento de perfil no puede encontrarse yr
solamente por alineacion; pero podemos girar el elemento vybr hasta la posi-
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cldn extrema del elemantu extremo de la proyecclon vurt.lca.l, es decir, que yr
pasa a la posicién y,. y ya por alineaclén encontramos y, ¥ haciendo una con-
trarrevolucidon se encuentra por fin el punto yr. 81 el cono fuera oblicuo, se
puede hacer el giro alrededor de un ele vertical, sin emplear la posicion del ele-
mento extremo.

En la figura 6-8(b) supongamos al punto zr sobre la superficle de un cono
circular oblicuo y se solicita encontrar el punto zp. El punto zr estd oculto, asi
como el elemento vr zr con el punto ar de intersecclén con la base. Por alinea-
¢lén se halla ap y el elemento visible vpap , que con la paralela desde zr se
encuentra Ip; Sln precisar elementos extremos.

En la figura 66(c) la base del cono no aparece de perfil en ninguna de las
dos proyecclones, debiendo buscar con sumo culdado los puntos de la base
curva de una proyeccién con los de la otra proyeccién adyacente. Be da el
punto rp ¥ hay que hallar zr. El punto Tp se supone oculto, ¥ por eso el ele-
mento vrpzrp tamblén lo serd, no asi la interseccién ap con la base. Por ap
se traza la paralela a la proyecclon horizontal y como es el punto mas bajo
de esta base, también serd el punto més bajo de la base de proyecclén horizontal,
luego se encontrard en 4y, que esti en la parte més baja y oculta de esa base.
Una vez encontrado dr se trazard el elemento vrar el que encontrard a la pa-
ralela trazada desde zp en el punto pedido Zr, situado en la parte oculta.

ProerEMAS, Grupo 59.

Fig. 6+6. Localizacidn de un punto sobre un cono,

6-7. Interseccion de un plano y un cono
AwALisis. La Interseccién de un plano y un cono, serd una linea de simple
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curvatura de forma regular o no segun sea la curva de la base, S| se suponen
un clerto nimero de elementos sobre el cono, se podran localizar los puntos
de Interseccion con el plano dado. A través de esta serle de puntos se puede
trazar una linea curva continua y suave, que as la seccién plana solicitada.

El procedimiento grédfico serd el mismo que el empleado para encontrar la
interseccién de un plano con un polledro iarts. 4.20 y 4-30). Podemos encontrar
el punto de intersecclén de cada elemento supuestc con el plano dado, por uno
o dos métodos.

1. Mostrando el plano de perfil (como se hizo en la fig. 4-35).
2. Empleando planos de corte (como se hizo en la fig. 4-36).

Como es necesario locallzar un gran nimero de puntos, entre los dos meé-

todos es el primero (método de proyecclon de perfil) el mdas indicado, aunque
requiera una proyeccion adicional.

b,

Lo visibilided de lo curve
cambia en los elemanfos exfremos

Lo visibilidad de la O \ ! e b0 C deseabl
curva combia en los elementos exfremos P*‘::::i:" la b:. .:;pn::::rﬂ"
F en forma eliptica

Fig. 6+7. Interseccién de un plano con un cono (método de proyeccién de perfil).
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