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INTRODUCCION

“El progreso y el perfeccionameento de Ia matematica, estan
intimamente ligades a la prosperidad del Estado”
Napoleon |
El presente documento trata temas, que se pretende sea de gran ayuda principalmente a
estudiantes que continuaran con estudios de caiculo. Ademas se considera que el alumno debe tener
alguncs conocimientos de geometria plana y del espacio, asi como del dlgebra y andlisis de funciones
definidas de Ren R.

En su primera edicién el presente material, se inicia con el capitulo I, temas de trigonometria,
aunque la idea futura, es presentar un solo documento: Capitulo | (Geometria plana y del espacio) y
capltulo Il (Razones Trigonomeétncas).

En el presente material, El capitulo Il trata sobre los angulos (anguios positivos y angulos
negativos) Ademas se habla de los angulos coterminales, angulos en posicion normal o estandar y de las
distintas unidades de medida que le cormesponde a un angulo (sexagesimal y radianes), convirtiendo de
una unidad a la otra (de grados a radianes y viceversa) y de angulos de referencia. Ademas se definen las
seis razones trigonométricas para un éngulo especificado.

El capitulo lli se refiere a las identidades trigonométricas, iniciande con las identidades basicas
o fundamentales, se continGa con identidades de suma, diferencia, doble y dngulo medio. Ademas se
determinan valores exaclos para las seis razones lrigonométncas; aplicando las identidades antes
mencionadas. Finaimente se resuelven ecuaciones trigonométricas, nuevamente aplicando identidades
trigonométricas, asi como también con aigunos métodos de factorizacion.

El capitulo IV se refiere a aplicaciones de la trigonometria, en éste se determinan las partes de
un triangulo conociendo aigunos elementos de los mismos. Los tipos de tridngulos que se consideran son;

triangulos rectangulos, friangulos obtusangulos y tridngulos acutdngulos. Ademas se presentan
aplicaciones para cada caso.

El capitulo V se refiere a las funciones trigonometricas, haciendo un analisis de sus elementos y
trazando la grafica que le corresponde. También se consideran las funciones trigonomeétricas inversas,
con un analisis similar a las funciones trigonomélricas,

El capitulo VI trata generalidades de las conicas. Se refiere a la circunferencia, parabola, elipse
e hipérbola analizando sus respectivos elementos.

Este documento ademaés pretende llevar a cabo las siguientes contribuciones:

Primero, el indice de reprobacién y desercion en matematica es muy elevado, por tanto
consideramos que este documento permitira manejar o acceder a los aspectos conceptuales, asi como a
ejercicios resueltos y propuestos de distinto grado de complejidad.

Segundo, aunque se cuenta con algunos libro de texto que satisfacen |as exigencias de algunos
de los contenidos del programa de la asignatura Geometria y Trigonometria que se imparte en el Area
Fisico ~ Matematica de la Universidad Nacional Autonoma de Honduras (UNAH), con este documento se
pretende aproximarnos lo mas posible a dichos contenidos de una forma mas explicita.

Tercero, 12 situacion economica de! estudiantado que ingresa a la UNAH es cada dia mas critica;
aunque hay en el mercado libros que cubren mas del matenal que se necesita, este documento es mas
accesible en términos de costos para los estudiantes que cursaran esta asignatura,

Cuarto, como un documento de consulta para aguellas personas que pretendan reforzar su
formacion matematica a nivel de tngonometria para poder acceder a estudios de nivel superior en
matematica u otra disciplina que requiera de estos conocimientos.

Claro esta, que este material estara sujeto a revisiones posteriores con el propésito de mejorario.
Espero contar con la colaboracion de los profesores del departamento de Matematica, principaimente los
que imparten dicha asignatura a fin de hacer cualquier sugerencia para el mejoramiento del mismo ya que
estamos en toda la disposicion de escucharles y asi corregir 1as siguientes ediciones.



A LOS ESTUDIANTES

En este documento, se presentan los conceptos necesarios para desarrollar cada tema,

asi como una serie de problemas resueltos mas comunes y de distintos tipo. De igual manera
una seccidon de ejercicios propuestos con sus respectivas respuestas, para que sean
desarrollados por los estudiantes y asi medirse el nivel de aprendizaje.

Para su uso adecuado se recomienda lo siguiente:

1)

2)

3)

4)

o)

6)

7)

Leer los aspectos conceptuales presentados en cada seccion antes de presentarse al
aula de clase.

Escuche con atencién la informacion proporcionada por el (la) profesor (a) en la clase y
tome nota de las ideas y reafirme los conceptos fundamentales estudiados
anteriormente.

El mismo dia de la clase, lea nuevamente el tema que se ha desarrollado para reafirmar
los conceptos y procedimientos necesarios. Si considera consulte otros libros que se
refieran al tema.

Si no esta seguro (a) de algun contenido consulte a su profesor (a) en la hora destinada
para ello.

Haga de nuevo los ejercicios desarrollados en este material para confirmar si ha
entendido la tecria y los procedimientos utilizados.

Resuelva los ejercicios propuestos en este documento que correspondan al contenido
que el profesor esta desarrollando y verifiquelos con la seccidn de respuestas que
aparecen en el mismo.

Si no puede resolver alguno o algunos de ellos consulte con su profesor.

Este material ha sido preparado con todo cuidado y pensando fundamentalmente en ustedes

con el objeto de que mejoren su aprendizaje y rendimiento. Agradeceriamos cualquier

sugerencia y recomendacion que puedan hacernos para mejorarlo a bedaglofi@gmail.com
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CAPITULO I RAZONES TRIGONOMETRICAS

21 ANGULOS Y SUS MEDIDAS

Antes de hablar de anguios, es necesario hacer referencia a lo que es el sistema de coordenadas
rectangulares, ya que se utilizara en el desarrolio de Ia mayoria de los temas que se trataran de aqui en
adelante.

SISTEMA DE COORDENADAS RECTANGULARES

En cursos de algebra, se habla con detalle del sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas.
Aqui se hace referencia Unicamente a algunos elementos sobre el mismo que ayudaran a entender o
recordar lo que se estudiara en la trigonometria.

Asi como se ha establecido una correspondencia uno a uno entre los puntos de una recta y los
elementos del conjunto R para formar la recta real. se puede formar el plano real al establecer una
correspondencia uno a uno entre los puntos del plano y los elementos de R? (pares ordenados de
numeros reales). Dicho plano real, plano cartesiano, plano de coordenadas xy o sistema de
coordenadas rectangulares, se forma al tomar dos rectas reales perpendiculares (una horizontal y otra
vertical) de coordenadas, llamados ejes coordenados o ejes de coordenadas que se intersecan en sus
origenes. La linea horizontal se llama eje x o eje de las abscisas. y ala linea vertical, eje y o eje de las
ordenadas. Los ejes coordenados dividen al plano en cuatro partes que se llaman primero, segundo,
tercero y cuarto cuadrante y se representan con | 11, || y IV respectivamente (ver fig.1 a). Los puntos
sobre los ejes no pertenecen a ningun cuadrante, pues estos son puntos que cortan los ejes coordenados
y se les llaman interceptos con los ejes. Para ubicar un punto (x, y) en el plano, se traza una recta vertical
que corte al eje x, en el nimero real x, y otra horizontal que corte al eje y, en el nimero real y. El punto
de interseccion de dichas rectas sera el punto (x, y) ver fig. 1 a). Otros ejemplos, véase la fig. 1b).

4y A s
poe | N s B Pa(-4,3) » 3
|
it I : B . ,
| P2(-+2.0) 1 P (2-5)
|
X' -— 1 >y
A @x X 2 X
m v Ps(=2,~1) »
4 P3(0,~3)4--3
a) fig. 1 NI Yy

b)

Notese que en el primer cuadrante, ambas coordenadas son positivas, que en el segundo la primera
es negativa y la segunda positiva, que en el tercero ambas son negativas y que en el cuarto la primera es
positiva y la segunda negativa. Ver fig. 1 b).

Téngase en cuenta que (x, y) es un par ordenado de nimeros reales, y que a x se le llama primera
componente del par ordenado, y a2 y la segunda componente, ademas (x, y) # (y, x) a menos que
X = p.
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ANGULOS

En geometria plana se definié un angulo como ia union de dos rayos (AB y AC ) que se

intersecan en su extremo comun (punto A). También se hizo referencia a su medida la cual puede ser
positiva o cero. El angulo de mayor medida al que se hizo referencia fue el angulo llano (su medida es de
180°) y el de menor medida, el nuio (su medida es 0°). Entre otros se hizo referencia a: angulos agudos
(su medida entre 0° y 90°), angulos rectos (su medida es de 90°) y angulos obtusos (su medida esta
entre 90° y 180°); obsérvese la fig. 2. Ademas, cuando se hizo mencién de la abertura de! angulo, al arco
mostrado en el interior del mismo se le dibuja flechas en ambos extremos, sin hacer referencia a la
direcciéon u orientacién de la abertura.

lado g
» angule Q

e lado C ™ A B C A B C
Z BAC (4ngnda BAC) angulo mulo; 2 BAC anguic fano; £ ABC

a) b) c)

A

o 4 |

(6
M%u)loumw-’-w') cMo(O<B<l°’) mwmamo(wq«w)

fig. 2
ANGULOS POSITIVOS Y ANGULOS NEGATIVOS

En trigonometria, se habla de los angulos en funcién de su orientacién o como una rotacion de
rayos; es decir tomando los dos rayos de tal manera que coincidan (uno sobre &l otro, iniciando en los
extremos; ver fig. 2 b)). Un lado permanece fijo y el otro gira para formar el angulo, Aclarando lo dicho
anteriormente, obsérvese la fig. 3 b), el rayo AC permanece fijo y el rayo AB, se hace girar alrededor de

A. hasta una posicion especifica. Al lado fijlo (AC ) se le llama lado inicial y al lado que gira ( AB) se le
llama lado final o lado terminal.

Cuando el lado terminal gira en direccion contraria a las manecillas del reloj {como lo indica
la flecha dentro del angulo en la fig. 3 a)), la medida del angulo es positiva y se dice que el angulo es
positivo. Si el lado terminal gira en la misma direccién que las manecillas del reloj (como se indica

con la flecha dentro del angulo de la fig. 3 b)), la medida del angulo es negativa y se dice que el angulo
es negativo. Obsérvese las siguientes figuras y la direccién de la flecha dentro del angulo.

c e
bdy lad%
A = A —>

lado inicial 8 lado terminal 8
/ CAB es positivo ~ CAB es negativo
a) b)

fig. 3
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ANGULOS COTERMINALES

Examinese los angulos en cada una de las siguientes figuras (fig. 4). Refiérase al ZCAB, al ZA o
simplemente al angulo a 6 al &ngulo B y véase la orientacidn de cada uno de ellos. En los tres incisos se
muestra que tanto el angulo a como el angulo B, tienen el mismo lado inicial y ademas tienen el mismo
lado final o terminal. Los angulos que tienen el mismo lado inicial y el mismo lado final o terminal se
llaman angulos coterminales. En la fig. 4 a), se observa que a y B son positivos (por la orientacion de

“los mismos), en la fig. 4 b), a es positivo y negativo y en la fig.4 c), ambos son negativos. Se debe
recordar también que la circunferencia se divide en 360° y que un grado equivale a tomar una de estas

360 subdivisiones, es decir un grado equivale a T;T de la circunferencia. Nuevamente, en la fig. 4 a), el

angulo B tiene una medida mayor que 360° y se dice que el angulo tiene una revolucion. Sien un angulo
se muestra (en su grafica) que el lado final pasa 1, 2, 3, ..., n veces por el lado inicial, se dice que se ha
dado 1, 2, 3, ... , n revoluciones cuando la flecha que indica Ia direccion pasa por el lado final n + 1
veces. Como no importa ei nimero de revoluciones que se puedan tener (en direccion o no, de las
manecillas del reloj) se concluye que existen infinitos angulos coterminales tanto positivos como
negativos a un angulo dado.

lado terminal

lado terminal

lado terminal

Bﬁ

lado inicial B lado inicial g

lado inicial
a y B son angulo positivo a es positivo y § negativo a y f§ son negativos
a) b) ; c)

fig. 4

ANGULOS EN POSICION NORMAL

Estos angulos también pueden ubicarse en un sistema de coordenadas rectangulares, de tal
manera que el vertice coincida con el origen, es decir con el punto (0,0) y que el lado inicial coincida con
el eje de las x positivas. Si un angulo tiene estas caracteristicas, se dice que esta en posicion normal o
posicion estandar.

La fig. 5 muestra diferentes angulos en posicién normal o estandar, ademas angulos positivos o
negativos. Por facilidad en este material, se asume que /4 y I, representan al lado inicial y lado final,
respectivamente. Tomando la fig. 5 a), se tiene que a es positivo, que esta en el tercer cuadrante, ya que
su lado final esta en el tercer cuadrante. En la fig. 5 b), se dice que B es negativo y que esta en el
segundo cuadrante ya que el lado final esta en el segundo cuadrante. De igual manera en la fig.5¢c),0es
negativo, y esta en el primer cuadrante ya que su lado terminal esta en el primer cuadrante. Notese que
el lado terminal puede estar en cualquiera de los cuadrantes, o en cualquiera de los ejes coordenados. Si
un angulo esta en posicion normal y su lado final o terminal en uno de los ejes coordenados (eje de las x
o eje de las y, ya sea el positivo o el negativo) se dice que el angulo es cuadrantal.

rog AV

-l >, T,

Il

Iz

Y, L

y

a) « es positivo b) p es negativo
fig. 5
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Las siguientes graficas muestran la medida de algunos angulos. En la fig. 6, las graficas e), ), g)
y h) son ejemplos de &ngulos cuadrantales. La notacion a = 60° se entendera que la medida del angulo
a es igual a 60 grados.

Ay
z

=785

e)

fig. 6

UNIDAD DE MEDIDA DE LOS ANGULOS

Cuando se ha hecho referencia a la medida de un angulo, ésta siempre ha sido dada en grados,
esta unidad de medida se usa en actividades aplicadas a la agrimensura (medicion de la tierra),
navegacion (aérea o maritima) y disefo de equipo mecanico. En aplicaciones cientificas se acostumbra
otra unidad de medida, que es la dada en radianes. Para definir un angulo con medida de un radian, hay
que auxiliarse de un circulo de radio r. Un angulo central de un circulo, es el angulo cuyo vértice esta en

el centro del circulo. Si 0 es un angulo central (ver fig. 7), se dice que el arco AB (denotado por AB ) de

la circunferencia subtiende a 8 o que 6 es subtendido por AB . Si la longitud del AB es igual al radio del

circulo, entonces 6 mide 1 radian. Véase la diferencia; en geometria se dice que la medida del angulo
central esta dada por la medida del arco que lo subtiende (esta medida se da en grados), ahora la
medida del angulo central corresponde a un radian, si la longitud del arco que lo subtiende coincide con
la fongitud del radio de la misma. La siguiente figura muestra que 6 = un radian o se escribe mas simple,
diciendo que 8 = 1 rad.

8 8 = 1 radian

fig. 7

Definicion Se dice que un radian es la medida del angulo central en una circunferencia subtendido
por un arco que tiene una longitud igual a la del radio de dicha circunferencia.
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Considérese una circunferencia de radio r, entonces un angulo a cuya medida es un radian,
subtiende un arco AB de longitud r. De igual manera el angulo B tiene una medida de 3 radianes ya que

éste esta subtendido por un arco de longitud 3. Se puede repetir el proceso para cada inciso mostrado
en fig. 8.

A
c3

a * 1 radidn f = 3 radianes
a)

Para determinar la medida en radianes correspondiente a 360°, se debe encontrar el nimers de
veces que se puede lrazar un arco circular de longitud r alrededor de Ia circunferencia (ver fig. 8 e)). Se
puede observar que este numero real no es entero ni racional. De geometria, recuérdese que la

circunferencia de un circulo mide 2ar; luego el nimero de veces que r unidades se trazan es 2n, ya que

-2’1 = 2x , luego un angulo de 2x radianes equivale a 360° y se dice que 360° = 2x radianes (360°

equivale a 2x radianes). Generalmente, cuando la medida de un angulo esta dada en radianes, no se
escribe la palabra radian o la abreviatura rad. Para el caso, si se tiene que B = 3, se entendera que la
medida del angulo B es 3 radianes, que es muy distinto si se dice que p = 3°,

Ahora es necesario hacer conversiones de angulos; como pasar la medida de un angulo
dado en grados a radianes y viceversa. Se sabe que 380° = 2x, también se puede decir que 180° m n.

Existe una razon entre grados (G) y 180° es decir e como también una razén entre radianes (R) y =,

180°
es decir -g-. Si se comparan estas dos razones, se tiene que T%—- = %. De ésta Ultima, si se despeja
para G se obtiene que G = -’-;:-R y si ahora se despeja para R se tiene que R = 1:00 G . Obsérvese

que los factores de conversion g y %0; son (tiles para cambiar de radianes a grados y de grados

a radianes respectivamente,

En general se tiene que:
(Angulo medido en radianes) x g = medida en grados para cambiar do radianes a grados
(Angulo medido en grados) x —~_ = medida en radianes para cambiar de grados a radianes

180°
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Los siguientes ejemplos, muestran la teoria antes mencionada. Véase:

Ejemplo 1 | Si a = 50° determinar dos angulos coterminales positivos y dos angulos coterminaies
negativos a este.

Solucién:
'eg
I
- I X o
Vy. _V'
angulo dado 50° +1(360°) = 410° . 50° + 2(360°) = 770°

un dngulo coterminal otro angulo coterminal
positivo al angulo dado. positivo al angulo dado.

En general se dice que dado un angulo, se puede
encontrar infinitos angulos coterminales, tanto positivos
como negativos a éste.

x Para encontrar los angulos coterminales positivos se
utiliza la siguiente formula: © + k(360°); con k nimero
entero positivo (k € Z*) y el angulo dado.

Para encontrar los &ngulos coterminales negativos la

S i s ) £ 4 . siguiente: 6 — k(360°), donde k € Z, k es un numero entero
® - 1(360°) = - 310° 50° — 2(360°) = - 670° I + ;

un angulo coterminal otro angulo coterminal positivo (k € Z') y el angulo dado.

negativo al angulo negativo al angulo .
dado. dado.

El angulo 8 dado, también puede darse en radianes Y para encontrar los angulos coterminales,
tanto positivos como negativos, se siguen los mismos pasos a diferencia que en vez de utilizar la

constante 360° se utiliza la constante 2x. Para el caso, si B = 12‘- (medida del angulo B que en grados

corresponde a 90°) un primer angulo coterminal positivo es §+ 2n =-521 y un segundo es 12'- +(22n = %“-

De igual manera, para caicular un primer angulo coterminal negativo, se tiene % - 2n = -3—; y para un

segundo negativo -;- -(2)2r = —121 .

En general, si y es un angulo dado en radianes, entonces para encontrar anguios coterminales positivos
se utiliza la férmula y + 2k, y para encontrar coterminales negativos la siguiente: y -~ 2kn, donde ke2".

Ejemplo 2 | Convertir cada angulo dado, de grados a radianes:

a) 45° b} 120° c) -150° d) 1° e) -5°
Solucidn:
o - o T s - =
a) 45°=45°x = multiplicando e! nimero de grados dado por e
= ::0: efectuando el producto.
n

= z simplificando.
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o — ° n
b) 120°=120°x X

120°%
180°
2n

3

¢) —150° = —150° x

-150°%n
180°
_5n
6

n
180°
1°n
180°
T
180
= 0.01745 rad.

d) 1°=1°x

o~ _fo L
e) —5 ==5 x.‘TOJ
= =00k
180°
i

36

n
a) 3
Soluciodn:
a) E = .’E x180°
3 3 b4
- 180°n
3n
=60°
5= _ S5m 180°
S e
_ 180°(5x)
S
= 150°

T
180°

multiplicando el nimero de grados dado por 807 -

efectuando el producto.

simplificando.

muttiplicanco el nimero de grados dado por a5+ -
efectuando el producto.

simplificando.

multiplicando el numero de grados dado por 7as= .

efectuando el producto.

simplificando.

aproximando (se ha aproximado con la Gnica intencién de ver la relacién).

multiplicando el numero de grados dado por #

efectuando el producto

simplificando.

Ejemplo 3 | Convertir cada angulo dado, de radianes a grados:

b) ':—" c)-? d) 1 e) -5

o
multiplicando el nimero de radianes dado por % ?

efectuando el producto.

simplificando.

multiplicando el nimero de radianes dado por -1-%?: :

efectuando ei producto.

simplificando.
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7 180° .
c) —;: = ——:— X multiplicando el nimero de radianes dado por % :
n
°(-7
= L'Q-z(—-ﬁ efectuando el producto.
n
=-315° simplificando.
_ 180° o " 2 180°
d) 1=1x multiplicando el numero de radianes dado por = — .
n
180°(1
= . efectuando el producto.
n
= (-1-10—] simplificando.
n
=~ 57.296° aproximando (se ha aproximado con la (nica intencién de ver la relacién).
180° >
e) 5= -5x multiplicando el nimero de radianes dado por 1—?— .
n
180°(-5
= # efectuando el producto.
T
= (— ﬂ) simplificando.
n
~—286.479° aproximando (se ha aproximado con la Gnica intencién de ver la relacién).

Ahora se haréa referencia a ciertos angulos llamados angulos especiales: 30°, 45° y 60° asi
como los llamados cuadrantales: 0°, 90°, 180°, 270° y 360°. Ademas de los que se han citado, también
existen infinitos angulos relacionados con los mismos, los cuales son: los coterminales a cada uno de
ellos, como también los multiplos de cada uno de ellos (investigar acerca de los multiplos de un nimero).

La siguiente tabla muestra estos angulos especiales, tanto en grados como en radianes. Por su
utilidad, es recomendable manejar la medida de cada uno de ellos, tanto en radianes como en grados.

Grados 0° 30° 45° 90° 120° 135° 150° 180° 210> 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

RadianesoL%

2 3 S5z Iz 5z 4x 3 Sz Ix i
3" 4 % R R & ¥ R 3 & & =¥

Algunos de estos angulos en posicion normal o estandar estan representados en la siguiente figura.

Ary

a=0

e g 4y ¥y

. TN

N X

1 Sx 0=

T

o

I

e |
=
kl.
g
q.
I
YR

iz
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Ejercicios 2.1

1. Ubicar cada éngulo en posicién normal (en diferentes sistemas de ejes coordenados) e indicar en cual de los
cuadrantes se encuentra el lado final o terminal.

a) 45° b) -60° c) 120° d) -135° e) 420° f) —840°
3n 41n . 4n . 15n
ot h) — = 1 -— -14;
a) y ) = i) 3 ) 10 k) > ) =14z

2. Ubicar cada angulo en posicién normal o estandar (en diferentes sistemas de ejes coordenados) y determinar
tres angulos coterminales positivos y tres angulos coterminales negativos para cada uno.

a) 120° b) -3:—:5 c) ~60° d) —% e) 20° f)2
3. Convertir cada angulo dado en grados a radianes (dar valor exacto: en términos de 7).
a) 45° b) -60° c) 120° d) —135° e) 420° fy —840°
g) 75° h) 270° i) —15° j) 450° k) -10° ) 540°
4. Convertir cada angulo dado en radianes a grados (dar el valor exacto).
3x 41x 4n 15n
el —_— - d) 10x _— -14
a) a b) 8 c) 3 ) e) 3 f)~14n
n 17 19n : 51x r
= h) -— i) — -7 k) — -
)] 5 ) 3 i) p D -7=x ) > ] =

2.2 RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS AGUDOS

Segun la historia, las razones trigonométricas se originan como las razones entre los lados de un
triangulo rectangulo. Recuérdese que un triangulo es rectangulo si tiene un angulo recto (su medida es
de 90°). Ademas, los oftros dos &ngulos internos de un triangulo rectangulo son agudos y
complementarios.

Supéngase que se tiene un tridngulo rectangulo ABC dond@ sus lados tienen como medida a, by

8 X b b
¢ unidades. Luego se pueden formar las siguientes razones: —, L i;-, —:— y £ donde cada
[/:4 a c a
una recibe un nombre especial (ver fig. 1 a)).
Q
A
opuesto hipotenusa
a@
c adyacente B
a0
a) b)

fig. 1

En geometria, se ha nombrado los lados de un triangulo rectangulo como catetos (lado opuesto a
cada angulo agudo) e hipotenusa (lado opuesto al angulo recto). En este momento, se especifican los
catetos dependiendo del angulo al cual se hace referencia. Para el caso, en la fig. 1 a), con relacion al

angulo 6, el 'CB le llamamos lado adyacente (cuya longitud es a) y al AC lado opuesto (cuya
longitud es b) y al AB la hipotenusa (cuya longitud es ).
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Las seis razones trigonométricas de un angulo se llaman: seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante. Estas se abrevian asi: sen, cos, tan, cot, sec Y csc respectivamente y se definen
de la siguiente manera (para angulos agudos; ver fig. 1).

b
seno 8 = Ed——-—-"_ opusetow® 6 senf=— ; coseno 9 = h00 _adya“"t’ L 6 cosh==
hipotenusa ¢ hipotenusa c
ues b .

tangente 8 = acoOpuNta G 6 tanf=—; cotangente 0 = jado wdyacente a 0 6 coto= =

lado adyacente a 6 a opuesto a 6 b
secante 6 = polenyse 6 sec0= < : cosecante 6 = potenues 6 ecsch=<
lado adyacente a a lado opuesto a 0 b

Es usual utilizar las siguientes abreviaturas por simplicidad, para denotar lado opuesto, lado
adyacente e hipotenusa respectivamente por: opto, ady e hipo.

Las definiciones anteriores se aplican a cualquier triangulo rectangulo y como las longitudes de
sus lados son numeros reales positivos, los valores de las seis razones trigonométricas todas son
positivas para todo angulo agudo 0. Recuérdese también, que la hipotenusa es mayor que cualquiera de
los catetos (lado adyacente o lado opuesto), pero los catetos, si pueden tener la misma longitud. Con lo
dicho antes se tiene que:

D<sen6<1 y O<cosf<1
secO >1 y cscO >1
tan0 y cot® pueden tomar cualquier valor real positivo para un angulo agudo 6.

Ahora, comparese las siguientes pares de razones:
sen0=2 y csco= < cosf== y secO=<; tano=2 y coto= 2.
¢ b ¢ a b

Obsérvese que son reciprocas entre si, es decir:

1 1 1
senp = : cos O = - ne = ——
csch’ o sec 8 i cot 8
csSc O = 1 : sec = . - cotd = L 3
senf cos © tan®

También se pueden expresar unas razones en términos de otras:

b a
sen® . b cosf . «
=£-"=tano ue =£=— =cot0
cosf a a 8 send b b
c c
sen cos 6 -
rle que =tan 6 =cot 8.
g cos @ Y sen B

Las primeras igualdades dadas anteriormente (razones reciprocas) son llamadas identidades
reciprocas, y las (ltimas, también llamadas identidades en términos de seno y coseno. Todas ellas estan
en el grupo de las liamadas identidades fundamentales, entre otras, a las cuales se hara referencia en
el proximo capitulo.

El siguiente ejemplo muestra como dada una de las seis razones trigonométricas, se puede
encontrar las otras cinco.
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Ejemplo1 | Sj 9 es un angulo agudo de un tridngulo rectangulo y sen @ = % enconltrar las restantes

razones trigonométricas de dicho angulo.

Solucion:
Para mejor comprension y que facilite encontrar lo que se pide, es

conveniente dibujar un triangulo rectangulo, para ubicar el angulo 8 con
3 lado opuesto = 3 e hipotenusa = 5 (por definicién de seno). Nétese que
L

TN no se desconoce el lado adyacente (ady), pero si se aplica el Tecrema
de Pitagoras, se determina asl'

5% = 37 + (ady)® aplicando el Teorema de Pitagoras.
3%+ (ady)’ = 5% por propiedad simétrica (investigar).
(ady)®=5 — 3? transponiendo terminos
(ady)® = 16 simplificando.
ady=4 extrayendo raiz cuadrada en ambos lados

ady a 0

Para enconlrar las razones trigonométricas restantes, se aplica la definicion de cada una de ellas:

sen0 = 22230, gon@= 2 (valordado); cos 6 = SEEME o osp= 4
hipotenusa 5 5
tano = 20 5 o=, cotp = 2Macente ., ote= 2
adyacente B opuesto 3
mozm o) “cezi; mogm 0 csc0=i
adyacente 4 opuesto 3
Notese que tambien se pudo utilizar las razones reciprocas. ]

Es de mucha utilidad para temas posteriores conocer las seis razones trigonométricas de los
angulos especiales 30°, 45° y 60°. La idea no es que se memoricen las mismas, ya que no es necesarno
si se aprende como se determinan de una manera rapida. Véase Ia explicacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2 | Determinar las seis razones trigonométricas para 6 si:

a) 6=30° b) 6 =60° c) 6=45°
solucion
a) y b) 8=30° y 0=60°
A
N Se procede a dibujar un tnangulo equilatero, por ejemplo con lado de
! longitud 2 unidades (después se vera que la escogencia de la medida
A s del lado de! tridngulo, es arbitraria). Notese que el AD es una altura,
5 : una mediana, una bisectriz y una mediatriz al mismo tiempo. Al trazar el
L [ AD se observan dos triangulos 30° - 60° - 80° y aplicando el Teorema
c: o TR s de Pitagoras, se obliene que AD = J3 = Observando el tridngulo
et rectangulo ABD, con sus tres lados conocidos se llega a que

g o ady o=£
e =3 cos 30 —hlpo o cos 30 =
1

: cot30°= 2% cot30°=—‘é=v’5
opto 1
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» - hipo O s _ hipo R
=—— 0 secdV’=—=——; csc 30° = —— 0 csc30®°=-=2
"N ady B8 opto 1
De igual forma se puede determinar, observando el mismo triangulo que:
sen60'=',75-; cos60°=%; tan60°=€=5;
°—i=ﬁ- °=3= n = 2 :.2__@
cot 60 - sec 60 7 2; csc 60 73? 3
c) 6=45°

Para determinar las seis razones trigonométricas cuando @ = 45°, se
toma un triangulo rectangulo isésceles de longitud 1 unidad (medida del
lado del triangulo, es arbitraria) en sus catetos y se obtiene el valor para

la hipotenusa que es y2 . Con sus tres lados conocidos se llega a que:

00845°=—‘,§-; tan 45° = 1
sec 45° = J2 : csc 45°= J2 a

Estos tres angulos del ejemplo 2, para los cuales se han determinado los valores exactos de sus
seis razones trigonométricas son muy aplicables en muchos temas de la trigonometria. Se enfatiza que la
idea no es que los memorice, sino mas bien, que cuando los necesite recuerde de que triangulos
auxiliarse, construirios rapidamente y encontrar los o el valor que necesite. La siguiente tabla resume los
resultados obtenidos,

——

0 {radianes) | 6 (grados)  sen® |cos® |tan® | cot®  secH |cscH
pe 30° + | & |&E |5 |25 ]2
JUR 3 S 3
P e [ETET
Z; 60° L1 |Fs |E |2 |28
3 | 2 2 3 1 53
Nétese que.
sen 30° = cos 60°, tan 30° = cot 60° y sec 30° = ¢sc 60°.

Esto es asl porque 30° y 60° son medidas de angulos complementarios.

Ejercicios 2.2

1. Encontrar los valores exactos de las seis razones trigonométricas para el angule 8 dado
a) b) c) d)
3
6 ﬁ ; i m /Q>\
= n o
e 8 ) 12 g 2[5 h) 3z
: &
Yo SR e N
y
: Lo
8
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2 Detemﬁnarlosvaloresexaclosdelasvaﬁablesdescmoctdas
e} si .O'\O'-

L:Mﬁﬁ E\/\;\L

3. Encontrar los valores exactos de las razones trigonométricas restantes para el dngulo agudo @ si:

a) san9=—:- b) oose=% Q) tan@= 3

3 - =
d) c::>to=1—1 a) secH=4 f) cscO 2

2.3 RAZONES TRIGONOMETRICAS PARA CUALQUIER ANGULO

Existen problemas de aplicaciones, que para resolverlos, se recurre a la trigonometria. Estos
problemas mencionados anteriormente quiza no todos formen un angulo agudo, por tal razén es
necesario extender las definiciones de las razones trigonométricas para un angulo cualquiera, pero
siempre auxiliandose de as razones trigonomeétricas para angulos agudos.

Tomese un angulo 6 en posicion normal o estandar. Observando las gréaficas de la fig. 1 a), b),
¢) y d), el lado final de cada anguio esta en el |, II, lll y IV cuadrante respectivamente En cualquiera de

los casos, se toma un punto P(x, y) en el lado terminal de @ Dado que PQ L 0OQ , entonces OP = r =

! e

Deia fig 1a) se tiene que:

= ;.’.t...; - l 4 —.ﬂ o ;!- M -m - l
sen O et cocetmpo - tan 0 = el

Se considera ahora un angulo 8 como uno de los mostrados en fig. 1 b), c) ¢ d), o cualquier
coterminal 2 uno de ellos ya sea positivo 0 negativo o en general un angulo en posicion normal o
estandar donde el lado terminal esté en cualquier posicion del plano cartesiano. Para cada grafica de ia

fig. 1, el triangulo OPQ es rectangulo, el OP determina la hipotenusa y su medida es r, PQ (iongitud o
medida del lado opuesto a B) es | »|, OQ (longitud o medida del lado adyacente a B) es | x|. Notese que
@ no es agudo, por tal razdn hay que auxiliarse del angulo B, postenormente, se hara referencia a la
relacién que existe entre los angulos 6 y B. En estos casos también se definen las seis razones

trigonométricas, auxiliandose de las dadas para angulos agudos. Si uno de los denominadores (longitud
de uno de los lados del trianguic rectanguio) es cero, la razon tngonometnca no estara definida. El



28 CAPITULO It RAZONES TRIGONOMETRICAS

cuidado que se debe tener es que, dependiendo de la posicidn en que se encuentre el lado terminal del
angulo dado en posicién normal, la razén trigonomeétrica encontrada, puede ser: negativa, positiva, cero 6
no estar definida. Véase la siguiente definicién. .

Definicion Sea 0 un angulo en posicion normal o estandar en un sistema de coordenadas
rectangulares, y sea P(x, y) un punto en el lado terminal de 8, distinto del punto (0, 0). Si

OP=r= sz +»? , entonces (ver fig. 1b), c)yd)):

seng= 2. cos =2, tan 0 = L (six # 0)
r r X

cot0== (siyx0); secO=_(six#0); cscO= Z(siy=0).
y x y

Al hacer referencia a una de las seis razones trigonométricas, ésta puede ser negativa, lo cual no
significa que uno de los lados del triangulo rectangulo obtenido tenga medida negativa, pues se sabe que
la medida de un segmento es no negativa. El signo (ya sea Positivo o negativo) se debe ubicar
dependiendo del valor que le corresponda, o bien a x 6 a y, segun el cuadrante donde éstas se
encuentren. Para el caso, en la fig. 1 b), el lado terminal de 8, esta en el Il cuadrante luego, x tiene signo
negativo e y tiene signo positivo, por tal razén el coseno, la tangente, la cotangente y la secante son
negativas y el seno y la cosecante son Positivas. En la fig. 1 c) tanto x como Yy, tienen signo negativo, -
por tal razén el seno, el coseno, la secante y la cosecante son negativas y la tangente y la cotangente

cuarto cuadrante.

Todo lo explicado anteriormente se sintetiza en el siguiente cuadro.
Signo de las razones trigonométricas

Euadrante que contiene el | Razones trigonométricas | Razones trigonométricas
lado terminal del angulo 0 positivas negativas
I Todas Ninguna
cotangente ;
m tangente, cotangente Séno, ~ coseno,  secante,
cosecante
Y, coseno, secante | seno, tangente, cotangente,
| cosecante ]

Es importante también hacer referencia al hecho que algunas razones trigonométricas no estan
definidas para algunos valores de ¢ Y es precisamente cuando x o Yy son cero (en el caso de los
angulos cuadrantales). Si x = 0 entonces el angulo mide 90° ¢ 270° y en este caso todas las razones
trigonométricas estan definidas a excepcion de la tangente y de la secante. Si ¥ = 0 entonces el angulo
mide 180° ¢ 360° y en este caso todas las razones trigonométricas estan definidas a excepcion de la
cotangente y de la cosecante. El siguiente cuadro resume lo antes explicado (ver fig. 2). ~
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Valores para los cuales las razones trigonométricas estan definidas

Razones trigonométricas

Valores para los cuales estan definidas las
razones trigonométricas

seno, coseno

Para todo angulos 6

tangente, secante

Para todo angulo 8 excepto para 6 = % +kx 6
8= 90° + &k (180°) para & € Z (numeros enteros)

cotangente, cosecante

Para todo angulo 6 excepto para © = krx 0O
0 = k (180°) para k € Z (nimeros enteros)

y 4y
Y =270 /
0 =\380"
¥ « l)—ox 2 - \J/\ 6)—(?—}
b
yl A yl
c) d)

Para corroborar lo dicho en el Ultimo cuadro, o para encontrar las seis razones trigonométricas
para angulos cuadrantales, se sugiere auxiliarse de un circulo unitario (circulo de radio 1). Véase la

siguiente figura.

El triangulo OPQ es rectangulo en Q, con lado
adyacente a 6 de longitud x, lado opuesto a 0 de
longitud y e hipotenusa de longitud 1. Aplicahdo las
definiciones de seno y coseno respectivamente se tiene

que: sene-—% 6 senB=y 'y cos®0 =-1“5 o]
cos b = x.
Luego el punto P(x, y) = P(cos 6, sen 0) y para todo 6, las

coordenadas de P son (cos 6, sen 0).

Si se toma 6 = 90° entonces se tiene que
{(cos 90° sen 90°) = (0, 1), en otras palabra se dice que
cos 90° =0 y que sen 90° = 1 (dos pares ordenados
son iguales si y so6lo si sus primeras componentes
son iguales y sus segundas componentes son
iguales).

Las otras cuatro razones trigonométricas se encuentran utilizando las razones reciprocas y recordando

senf

que tan0 = e

y cotO =

cos @
senfl
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sen 90°

90° =
Véase que tan 90 o

=% a cual no esta definida, y se dice que tan 90° no existe o no esta

cos 90°
sen 90°

definida o es infinita. Se tiene ademas que cot 90° = = % =0 . De igual manera se obtiene que

sec 90° =

1 1 : ' 1 o
= — la cual no esta definida 90° = ———— = - = 1. Este procedimiento se
cos90° 0 o L e send0° 1 P

repite para los otros angulos cuadrantales (180°, 270° y 360°).

Véase algunos ejemplos para aplicar lo expuesto en esta seccion.

Ejemplo1 | Si 6 es un angulo en posicién estandar o normal, y si el punto P (-2, 5) esta en el lado
terminal de 0, encontrar los valores exactos de las seis razones trigonomeétricas de 0.

Solucién: Para facilitar el desarrollo, se recomienda dibujar el angulo 8. Retomando
el punto que esta en el lado terminal de 0, el cual es P(-2, 5), se tiene

que x = -2 e y = 5. Calculando r; se tiene que r =J(-2)2+ 52 = f29 .
Aplicando la definicion de cada una de las razones trigonométricas se

llega a:
gsen6=2.__5 '_ 520 wo B e . IR
S . . s0= —=-_Z V<7,
l r 29 29 r ng 29
5 5 X 2
y tano= 2.5 coto= X__2,
x 2" A y 5
secO= L ._¥2 . csco= L _¥28 @
X 2 ¥ 5

Ejemplo 2 | Encontrar los valores exactos de las seis razones trigonométricas de 0, si 6 esta en
posicion normal o estandar, y su lado terminal se encuentra en el tercer cuadrante y
sobre la recta con ecuacién 2x -3y = 0.

Solucién: Primero se traza la grafica de la ecuacion 2x — 3y =0, 6 la equivalente,
¥ =%x. Se dice que el angulo 6 esta en posicion estandar, en el tercer

cuadrante y sobre la grafica de la ecuacién dada (la recta). Para
encontrar las razones tngonométricas, es necesario conocer un punto
que este en el lado terminal del angulo 8. Para facilitar los calculos, es
conveniente asignarle a x el valor de -3, (ya que se dice que el angulo
esta en el tercer cuadrante) y con este valor sustituido en la ecuacion de
la recta se obtiene el valor para ¥y ==2, y se obtiene el punto (-3, =2)yel
cual esta en el lado terminal de 0. Calculando el radio (r) se tiene que

r= J-32+ (22 =/13. Aplicando la definicién de cada una de las

razones trigonometricas se tiene:

senf = !.=_-2_-_--£{__E.; cos 0 = i=.;3_=—3J‘E;
r 13 13 r 13 13
tane=l-_-2—, cot o e i’
x 3 p 2

sec0=L=-——; csc = L:-—. -]
X y
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Ejemplo 3 | Encontrar los valores exactos de las seis razones trigonomeétricas de 6, si 0 esta én
posicion normal o estandar, y su lado terminal se encuentra en el segundo cuadrante y
es paralelo a la recta con ecuacién 2x+y = 1.

solucion Primero se trazan la grafica de la ecuacion 2x + y = 1, 6 su equivalente

: y = ~2x + 1. Se dice que el angulo 0 esta en posicién estandar, en el
segundo cuadrante y es paralelo a la recta con ecuacién dada. Ahora es
necesario encontrar la ecuacién de la recta que pase por el origen
P (0, 0) y que sea paralela a la recta con ecuaciéon y = —2x + 1, ya que 0
esta en posicién estandar. Recuérdese que si las rectas son paralelas,
eéstas deben tener la misma pendiente, por lo que la pendiente de ambas
rectas es m = —2. Para encontrar la ecuacion de la recta que contiene al
lado terminal, se aplica la férmula; punto y pendiente la cual se enuncia
asi: y — yo = m (x — xp), donde (xg, yo) = (0, 0) y m=-2.

Sustituyendo en esta ultima ecuacion el punto P(0, 0) y m = -2 se tiene que y -0 =2 (x-0) & y ==2x,
cuya grafica contiene al lado terminal de 6. Haciendo x = -1 se deduce que y = 2 y con estos valores se
determina que r = 5. Aplicando las definiciones para cada una de las razones trigonométrica se
concluye que:

-1 —-o5 ¥y
sano= Lo L L E80 cogls Zocmpa =X tano= L-_2;
rJB 5 r . J8 5 x
cotf= == --1-; 8600 = —=-— $ csc9=L=£. a
¥ 2 X _ y 2

Ejemplo4 | gjcsc g = 2 y cot 6 < 0, encontrar los valores de las cinco razones trigonométricas

restantes.
Solucién: Se comienza por identificar el cuadrante que contiene al &ngulo 6, segun

las condiciones dadas. Se dice que csc 0 = % lo cual indica que ésta es

positiva y el angulo © puede estar en el primer o segundo cuadrante, ya
que la cosecante es positiva en estos cuadrantes. También se dice que
cot 8 < O (la cotangente es negativa) y ésta es negativa en el segundo y
cuarto cuadrante. Ambas condiciones se cumplen Gnicamente en el
segundo cuadrante, por lo que se asegura que 8 esta en el segundo
cuadrante. Ahora se ubica el angulo 6 en posicion estandar (ver figura).
Notese que sir =5 e y =3 (segun la definicion de cosecante), entonces
x = —4 (aplicando Pitagoras). Obsérvese que el signo negativo para x le
corresponde por la posicion del angulo (ya que en el segundo cuadrante
la x es negativa y la y es positiva).

Conociendo ahora el valor para x=-4, y=3 y r=5, se aplica la definiciéon para las restantes razones
trigonométricas.
3

3 7 tang= L=
35 4

seng= : cos O =

.8
5
cot6 E

=_z; L

w|as ofw

._t.
r
4
X

> secH =
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Ejemplo 5 | Encontrar el cuadrante que contiene a 08, si csc® >0 {la cosecante es positiva) y
tan 0 < 0 (la tangente es negativa).

Solucién:

Recordando los cuadrantes donde cada razén trigonométrica es positiva o negativa, se tiene que la
cosecante es positiva en el primer y segundo cuadrante y la tangente es negativa en el segundo y cuarto
cuadrante. Ambas condiciones se cumplen tnicamente en el segundo cuadrante. En conclusién, 6
se encuentra en el segundo cuadrante. .

En todos los ejemplos dados anteriormente se ha hecho un enfoque principalmente en
determinar el valor exacto de las razones trigonométricas, dando algunas condiciones para el angulo 8,
pero sin conocer la medida del mismo. Ahora se puede pedir que se encuentre los valores exactos para
algunos angulos especiales, y siempre auxiliandose de los angulos de 30°, 45° y 60°

Cabe mencionar que existen infinites &ngulos, a los cuales no sera posible calcular su valor
exacto, sinc Unicamente se encontrara un valor aproximado que en eslos casos, es necesario auxiliarse
de las calculadoras cientificas.

Se habla ahora de angulos de referencia, que facilitan el caleulo de los valores exactos para
ciertos angulos.

Definicién Sea @ un angulo no cuadrantal Y en posicion normal o estandar El angulo de referencia
para 6, es el angulo agudo y positivo 0' & 8x , formado por el lado terminal de 0 yel
eje x (ya sea el eje positivo o negativo; el mas cercano al lado terminal).

La siguiente figura muestra cada posibilidad para el angulo de referencia @ para un angulo 6 no
cuadrantal Recuérdese que el angulo 8, puede estar dado en grados o radianes y por eso se dan las dos
posibilidades en las férmulas. Las graficas muestran el dnguio si 0° <6< 2360° 6 0 < 6<2n

Y r! p V'
. & 3 :tﬁe N 3 6
£ x' Xy x

. { > r L

y ¥ »

0'=6 @'=180°-9 6'=0 -180°
0= xg-0 . 0= fug
a) b) c)
fig. 4

COMO DETERMINAR EL ANGULO DE REFERENCIA

0 < coterminai de 8 < 2, y-luego se utilizan las férmulas dadas en fig. 4. De estos angulos de referencia
encontrados, se puede auxiliar para encontrar los valores exactos de las razones trigonomeétricas para
algunos angulos. Si @ es un angulo no cuadrantal, con angulo de referencia ©', entonces 0° < §' < 80° ¢

0<#@' < % Observese la fig 5 a), b), C} y d), considérese el punto P{x, y) en el lado terminal de 6 y

tomese el punto Q(x, 0) en el eje de las x. En cada caso se tiene e triangulo rectangulo OPQ cuyos lados
tienen las siguientes medidas:
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PQ=|y|]. OQ= |x| y OP = Jx’ +y* =r_ A cada triangulo rectangulo formado, se le puede aplicar las
definiciones de las razones trnigonométricas, del angulo de referencia

'y fig. 8

Si se considera el triangulo rectangulo OPQ se definen las razones trigonométricas para cada angulo asi-

|sen0|=|-"-|=H=M=sene’ L eose] = i|= LI L SRV
r r r r r r

X X

Las otras tres razones trigonomeétricas, se pueden definir aplicando las razones trigonomeétricas
reciprocas citadas Gltimamente. A estas definiciones dadas anteriormente, se le pueden eliminarie las
barras de valor absoluto, si se ubican los valores de x e y, dependiendo de la posicion del lado terminal
del angulo 8. [Cuidado! no se debe pensar que un lado del tridngulo rectangulo OPQ sea negativo, pues
se le enfatiza que las longitudes de los segmentos son nUMeros no negativos,

y

jane = |2

Con mucha frecuencia se utiizan los triangulos especiales: 30° - 60° — 90° y el trianguio
rectangulo isosceles estudiado en la seccion anterior, para determinar valores exactos de otros angulos.
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Ejemplo 6 | Para cada angulo 6 dado, determinar el angulo de referencia 8’ Ubiquese ambos
angulos en posicion normal y en el mismo plano de coordenadas.
a) @ = 330° b) 8= ~120° c)e=56—" d)0=—4
Solucion:
a) 8 =330° b) 8 = -120°
Como 0 = 330°, este esta en el tercer Como 8 = -120°, éste esta en el tercer cuadrante. En

cuadrante, luego ' = 360° - 330° = 30°.

!

_ 5=
c)f)—6

Como 6 =% . éste esta en el segundo

este caso es preferible encontrar el angulo coterminal
entre 0° y 360° el cual es —120° + 360° = 240°. Luego
0’ = 240° - 180° = 60°.

AP}'

_Oma N

’
*o =60

=

0=-120°

d)o=-4

Como 0 = -4 rad, éste esta en el segundo cuadrante,
en este caso es preferible encontrar el angulo

B =« coterminal entre 0 y 2n el cual es —4 + 2¢ Luego
cuadrante, luego ' = x - - = = 0=n-(-4+2x)=4_
i
- n
2-¥ e
P 3 X
Vi J' » =
i ¥
Ejemplo 7 | Encontrar el valor exacto en cada inciso.
a)sen 240°  b)sec (-315°)  ¢) cos[i—") d) tan (- %") e) csc(- %J
Solucién:
a) sen 240°

3

Primero se ubica el angulo en posicién normal estandar, para
determinar su angulo de referencia. Véase la figura y se notara
que el angulo de referencia (0’ 60°), estd en el tercer
cuadrante. Si se ubica el triangulo 30°- 60° ~ 90° de tal manera
que el angulo de referencia coincida con 60°(medida del angulo

J.‘

“a

0" =240
0" =g

|,

en el triangulo 30°- 60° - 90°) y asignandole tanto a x como a
y el signo segin la posicion del triangulo, se tiene que x = -1,
y= -ﬁ y r=2 Recordando la definicién de seno se tiene que

sen 240° = sen @ =--‘§1. Esto es valido si se tiene dibujado
v

oo correctamente el angulo en posiciéon normal.
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b) sec (-315°)

Ay

8=- 315‘/

vy
8' = 360° - 315°
o' =45°
5n
C)Cos| —
eos( )
sy
5%
0= —
2
R Y
X _J? X

9 =2x -

Ubicando el angulo en posicidn normal estandar, se determina el
angulo de referencia. Véase la figura y se notara que el angulo
de referencia es 45° (0’ = 45°) y esta en el primer cuadrante. Si
se ubica el triangulo rectangulo isosceles especial (catetos de

longitud una unidad e hipotenusa de longitud 2 unidades), de

tal manera que el angulo de referencia coincida con 45°(medida
de uno de los angulos agudos de dicho tridngulo) y asignandole
tanto a x como a y el signo segln la posicion del triangulo.

Aqui x=1, y =1.y r= J2. Recordando la definicién de

secante se tiene que sec (-315°) =sec®’ = S J2.

cos '

Ubicando el angulo en posiciéon normal estandar, se obtiene el
angulo de referencia. Véase la figura y se nota que el angulo de

referencia es % (6" = %) y esta en el segundo cuadrante. Si se
ubica el triangulo 30° - 60° — 90° de tal manera que el angulo de
referencia coincida con % (medida del angulo en el triangulo
30° - 60° - 90°) y asignandole tanto @ x como a y el signo
segun la posicion del triangulo, se tiene que x=—J3, y=1y
r = 2. Recordando la definicion de coseno se llega a que

cos (%”) = -3/2—5 .

Ubicando el angu\o en posicion normal estandar, se determina el
angulo de referencia. Véase la figura y se notara que el angulo

de referencia es % (8 = %) y esta en el primer cuadrante.
Ubicando el triangulo 30° - 60° —
angulo de referencia coincida con % (medida del angulo en el

90° de tal manera que ei

triangulo 30° — 60° — 90°) y asignandole tantoa x como a y el
signo seguin la posicion del triangulo, se tiene que x = f3 , y =1
y r = 2 Recordando la definicion de tangente, se tiene que

tan[-ﬂ‘.] = 45
6 3
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5 e) csc(-%)

Ubicando el angulo en posicién normal estandar, encontrando el
coterminal positivo entre 0° y 360° a éste, se determina el angulo
de referencia. Segun la figura se observa que el angulo de

referencia (8’ = g). esta en el cuarto cuadrante. Ubicando el

4V

W'Y

triangulo 30° - 60° — 90° de tal manera que el angulo de
I= referencia coincida con % (medida del angulo en el triangulo
2 30° - 60° - 90°) y asignandole tanto a x como a y el signo
segun la posicion del triangulo, se tiene que x = 1, p = -3y
r = 2. Recordando la definicién de cosecante se llega a que

vy

s; o CSC( n) a 1 i 215‘ _

o

3
sen (-a)= -sen a, Ccos (~a) = éos o,
tan (-a) = ~tan a, cot (-a) = —cot a,

sec (~a)= secu y csc (-a) = —csc a.

Del ejemplo anterior se podra comprobar que:

Ejercicios 2.3

1. En los siguientes incisos, 8 es un angulo que esta en posicion normal y el punto P esta en el lado terminal de 6.
Determinar el valor exacto de las seis razones trigonométricas de 8, si existen.

a) PR.3) b) P(3 1) ¢) P4, ~1) d) P(=2,-3) e) P(tfa_ ) f) P(zﬁ,-z)
g)'p(z', 0) h) P(0, 3) i) P(-2,0) ) P(-3,-1) k) P(0, —4) ) P(—3J3— ,~3)
2. Determinar el. valor exacto de las seis razones trigonometricas para 8, si 0 esta en posicién normal y el lado

terminal de B est4 en el cuadrante que se especifica y cumple las condiciones dadas.

a) ) esta en el | cuadrante y P ests en la recta y=2
b) 0 esta en el Il cuadrante y P esta en la recta y+3x =0
c) Oestaden el IVcuadrante y P estaen la recta 2y +3x =0

d) @ estaenel lll cuadrante y P ests en una recta con pendiente %

e} Bestaenel | cuadrante y el lado terminal es paralelo a la recta con ecuacion y —x+1=0
f)® esta en el Il cuadrante y el lado terminal es paraielo.a la recta que contiene los puntos (1, 2) y (3, ~4)
9) 0 esta en el il cuadrante y el lado terminal biseca el,mismo.

3. Determinar el valor exacto de las razones trigonométricas restantes de 8 para las condiciones dadas.
a)sen0=-:— y tan6<0 b)cotezng' _y senfi<0 c)sec0=4 y cotf>0

d)cose=——;- y csc8>0 e)tane=——‘/§- y cosf<0 flescO=J3 y tan<0

4. Determinar el cuadrante que contiene a 6 para las condiciones dadas.
a) tan8<0 y secO<0 b) cot6>0 y cosf<0 c) csc0<0 y tanB<0
d) sen®<0 y cosB<0 e) sec0>0 y cscH>0 fltan8<0 y sen8<0
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5. Determinar el angulo de referencia 0', si 0 tiene la medida especificada.
a) 8=120°

b) 8 = 280° c) 8=350°  d) 8=-105° e) 8=-215° f) 6=60°
_ 2=n _ = ‘ 1Mr . x R n
= ames h  — P adk = B B e  Rfeatnia

g) 6 S ) 0 3 i) 0 e = k) 6 3 e 2

3xn 7z T
= — 0= — = - = = - —
m) 8 n n) = o) 0 "3 pye=2 q) B=-3 Nne=7
6. Encontrar el valor exacto en cada inciso.

a) sen 150° b) sec 210° c) cos 225° d) tan 240° e) csc 420° f) cot 840°
5x 3= 4xn v . n 25xn 22n
et o h BN o LA

g)esc( 5 ] )tan[ = ] i) sec( = ] j)cot[ - ] k)sen[ s ] I)cos[ 3 ]

m) sen (-60°) n) cos (—120°) o) cot (-270°) p)tan {180°) q) csc 720° r) cot (-90°)

"T') w) sen(—i?-) x) cos[--gsf-]

s) sec(—lsi] t) tan[-lz'—J u) sec(-wT"] V) oot(

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO Il

1. Ubicar cada angulo en posicién normal, e indique en que cuadrante se encuentra el lado final,

. a) =20° b) -180° c) 10° d) —125° e) 320° f) =540°
r 47 eI ! 13=%
= - PHEL £ o D =16
Q) 5 h) Z i) 3 | j) 20=n k) > ) 74

2. Ubicar cada angulo en posicion normal o estandar y encuentre tres angulos coterminales positivos y tres angulos
coterminales negativos.

a) 20° b) 7—: c) -280° d) -% e) 520° f)3
3. Convertir cada angulo dado en grados a radianes (dar valor exacto; en términos de x).
a) 125°  b)-260° c) 15° d) -125° e) 720° f) —840°
g) -75° h) 240° i) ~105° j) 750° k) —100° ) (3?“)
.
4. Convertir cada angulo dado en radianes a grados (dar el valor exacto).
15n 11n = 17n
— — - d) 20n - -12
a) 3 b) 8 c) 3 ) e) 2 f) =12z
3r 19n . 21 ? 41x
— - _ -11 K) — 4
) 5 h) 3 1) 2 ) 1= ) 2 N

5. Encontrar los valores exactos de las seis razones iﬁgonométn‘cas para el angulo 6.

a)

o

C

) d) '
k> - 4 4

. b
_/_6@
T 1
€) f) a)

o0
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6. Encontrar los valores exactos de las variables desconocidas.

a) b) ¢ d) e) Si tanen-j-
8 A :
: ol T
% 0 m
b 10 i 4 6 B

7. En los siguientes incisos, 8 es un angulo que esta en posicion normal y el punto P esta en el lado terminal
de 8. Determinar el valor exacto de las seis razones tngonomeétricas de O si existen.

W PiE-1) B P22 9PE-2 @ Pe2-5  oP(E) Pl

8. Determinar el valor exacto de las seis razones trigonométricas de 8, si 6 esta en posicién normal y el lado
terminal de 0 esta en el cuadrante que se especifica y cumple las condiciones dadas.

a) Bestaenel lll cuadrante y P esta en la recta y=3x.
b) @ esta en el IV cuadrante y P est4 en la recta y+2x =0.
C) Bestaenel il cuadrante y P estaen la recta 3y +4x =0.

d) 0 esta en el | cuadrante y P esta en la recta con pendiente -;‘: 3

e) bestaenel Il cuadrante y el lado terminal es paralelo a la recta con ecuaciéon y —2x+3=0.

f) 8 esta en el IV cuadrante y el lado terminal es paralelo a la recta que contiene los puntos (1,2) y (3, —4).
g)@estaenel |cuadrante y el lado terminal biseca el mismo.

9. Determinar el valor exacto de las razones trigonometricas restantes de 0 para las condiciones dadas.

a)cose=§ y tan6 <0 b)tan9=-g- y cosf<0 c)secO0=3 ytan8>0

d)sen9=—% y sec8>0 e)cot9=~§ y sen@<0 flescO= 5 y coto<0

10. Determinar el cuadrante que contiene a 0 segun las condiciones dadas.

a) cot8<0 y secH<0 b) cot6>0 y sen@<0 C) cos8<0 y tan0 <0
d) sen0<0 y cotb<0 €e) sec8>0 y tanp>0 f)tan8<0 y csc0<0

11. Determinar el angulo de referencia @, si 0 tiene la medida especificada.

3) 8=-120° b) 6=230" ) 6=445°  d) 0=-125° &) 0=-285° f)0=160°

o o b b f - 4=z : = 159z = = _27x
g) 0= : h) © = i)y 0 = i o e K) 08 < o e
a3 = 257 1L = s i
m) 0= = n) o = o) 0 = p) 0= 45 q) 0=-6 Ne=8

1_2. Encontrar el valor exacto en cada inciso.

a) sen 120° b} sec (-210°) c) cos 150° d) tan (-30°) e) csc 135° f) cot 750°
21x n ; 8n , 11n - 25n 22x
_— h)t -— — — - |

g)csc( 5 ] ) an( m ) n)sec( 3 ) j)COt( 8 ) k)sen( A J )cos{ 3 ]

m)tan (-270°)  n) cot (180°) o)sec(-—?—) p)csc[— 12"] q) tan (-90°) ) cot (20m)
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CAPITULO 1lI IDENTIDADES Y ECUACIONES
TRIGONOMETRICAS

3.1 IDENTIDADES BASICAS O FUNDAMENTALES

En algebra se estudia la simplificacién de expresiones algebraicas (racionales e irracionales) y
de algunas trascendentes (logaritmicas, exponenciales). Ahora se hara referencia a otras trascendentes;
las llamadas trigonométricas. Algunas de estas expresiones trigonométricas son:

c + cotx
o, 1+ sen (20+1) : sec x + 3 ; 0
tan(0 - 1) CSC x tan (20) -sen®

De las expresiones trigonométricas anteriores, se debe tener cuidado e indicar para que valores
estan definidas las mismas. En este momento, el interés es la simpiificacién de expresiones
trigonomeétricas, ya que frecuentemente encontraran combinaciones de las seis razones trigonométricas
para lo cual serd necesario transformarias en otras mas sencillas 0 mas convenientes, Para lograr esto
se requiere de conocimientos previos tales como: factorizacién, simplificacion de expresiones algebraicas
racionales y ademas se deben conocer las identidades trigonométricas fundamentales. De estas
identidades fundamentales, algunas ya han sido mencionadas en el capitulo anterior (de la nUmero 1 a la
5), las cuales deben memorizarse, para facilitar dicha simplificacién. Véase ias siguientes:

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

1. tanp = 3enO 2. cotg =S089
cos B sené®

3. sen@ = L 6 cscO= 3 4. cosB = 1 o) sech= L
csc B send sec B cos @
1 1 2 2

5. tanf = 6 cotf= 6. sen“0 +cos‘H=1
cot 6 tan @ 3

7. 1+ tan’0 =sec?0 8. 1+ cot?® =csc?e

De las identidades fundamentales dadas anteriormente, de la nimero 6 a la 8 son llamadas
identidades pitagéricas y se puede hacer uso del siguiente grafico para ver su procedencia.

Una forma de mostrar las mismas, es auxiliandose del circulo unitario (circulo de radio 1). Ver fig 1.

AY
(0, 1) En el capitulo anterior (2.3) se mostro que sen O =y
- y cos® = x. Luegoel P(x,y) = (cos 6, sen 0) y el
P(x, y)= 0, 0 : 2
r=y/| .(x R SEa ) punto (cos 6, sen 0) satisface la ecuacion estandar del
;JJ circulo unitario x? + y2 =1 para cualquier valor de 0. De
<~ | R > lo anterior se tiene que (cos 0)’ + (sen 0)2=1. o de
(~1, 0) {(1.0) x : ? 2 2
forma mas comun se dice que sen’6 + cos?9 =1

(0, -1)
Y
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Otra forma para obtener las identidades 6, 7 y 8 de la pégiha anterior, se toma un triangulo
recténgu_lp: . .

b2 +a = ? aplicando el teorema de Pitagoras.
52 2 2 .

(_ + (ﬂ) - f) dividiendo por ¢ ambos lados de la igualdad,
¢ ¢ ¢

(sen 6)*+ (cos 0p¥=1 _ ° aplicando la definicion de sen 6 y cos 0.

(sen 0)’ =sen’0 y (cos 6)° = cos? g expresiones equivalentes.

sen’ 0 + cos’p = 1 ' sustituyendo las expresiones equivalentes.

Véase como llegar a las otras dos identidades pitagéricas

Retomando  sen’0 + cos’9 = 1 : identidad fundamental pitagérica,
2 2
sen“0 +cos“H 1
3 = 3 dividiendo ambos lados de a iguaidad por sen’e.
sen” 6 sen” 0
sen?@ cos?g 1 i
2 + o 2 separando los términos del lado izquierdo.
sen“g sen“ 9 sen“o
2 2 2
sen 6 cos 0 1 '
+ = por propiedades de los exponentes,
sen @ sen 0 send
1+ cot? 8 =csc?p simplificando y aplicando identidades

- fundamentales 2 y 3.

De igual manera, al tomar la identidad sen?§ + cos’6 = 1 y dividir ambos lados de la igualdad por
cos’6, se obtiene que 1+ tan? @ = sec?g,

Recuérdese que:

(cos 8)° = (cos 0) (cos 0) = cos?0
(sec 6)° = (sec 0) (sec 0) (sec 0) = sec* 0

En general, si n es un nimero entero distinto de -1, entonces una potencia de la forma (tan 8)”,
" 8. Las notaciones cos™ g ,cot'e,sec”'e u ofra de esta forma, son exclusivas
para representar las funciones trigonométricas inversas que se estudiaran en capitulos posteriores. Estas
Ultimas representaciones enunciadas anteriormente, no representan reciprocos, como ocurre con los
nlmeros.

Se debe tener cuidado también con las identidades reciprocas, ya que del algebra se sabe que
x =% . Pero si se habla de la reciproca de una razon trigonométrica, la forma correcta de expresarlo es

la siguiente:

(cos 9)"I - ~c1— (tan @)™ = #5 y de igual manera las restantes.

, (sen 9)-1 = _1_
os se

ng'
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Estas identidades se pueden utilizar para:

1. Expresar cada razén trigonométrica en términos de cualquier otra razén trigonométrica.

2. Para verificar una identidad trigonométrica, lo que significa, la igualdad de dos expresiones
trjgon_ométricas en donde se debe partir de uno de los dos miembros de la igualdad y después de
simplificar y utilizar algunas identidades fundamentales o pitagéricas liegar al otro miembro.

3. Hallar el valor exacto de las restantes razones trigonométricas, dando condiciones.
4. Resolucion de ecuaciones trigonométricas (posteriormente se hablara al respecto)

Ejemplo 1 | Sea 0 un angulo agudo.

a) Expresar cos 0, en términos de sen 6 b) Expresar cot 6, en términos de cos 0

c) Expresar cos’ 0, en términos de sen 0 d) Expresar tan® 6, en términos de cos 0
e) Expresar tan’ 6 - 2 sec’ 8 + 5 en términos de sec 0

Solucion:
a) Expresar cos 0, en términos de sen 8
cos B retomando la expresion dada.
sen’0 +cos’0=1 tomando la identidad fundamental que permita llegar donde se desea.
cos’0=1-sen’0 despejando para cos” 0.
cosh= 41 —sen?® extrayendo raiz cuadrada en ambos lados
cos0 = J1 -sen?0 A ya que se dice que 8 es agudo y tanto el coseno como las otras raz.ones trigonometricas

son positivas para un angulo agudo.

Observacién: Como se dice que 6 es un angulo agudo, entonces cos 6 = J1 -sen?@ . El mismo

resultado hubiese sido si se dijera que 8 esta en el cuarto cuadrante; ya que’ el coseno es positivo en el
primer y cuarto cuadrante. Si se dijera que 0 estd en el segundo o tercer cuadrante, entonces

cos =~ J‘I -sen?6 , yaque el coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante.

b) Expresar cot 0, en términos de cos 6
cot 6 retomando la expresién dada.

ol o= cos 0

aplicando identidad fundamental 2.

Notese que la Gltima expresion esta en términos de sen 6 y de cos 0. Para llegar donde se quiere se
debe expresar sen 8 en términos de cos 6. Véase: '

sen’ @ + cos’0 = 1 tomando la identidad fundamental que permita llegar donde se desea.
sen’0=1-cos’0 despejando para sen’0

senb = + 41 -cos?0 extrayendo raiz cuadrada en ambos lados.

senBb = J‘l - COos . 0 ya que se dice que 0 es agudo y tanto el seno como las otras razones trigonométricas son

<«

positivas-
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cosB= cos B

sen @ [———1 S

¢) Expresar cos’ 6, en términos de sen 6.

sustituyendo sen 0 por J1 -cos’@ .

cos’ 6 expresién dada,
sen’ 0 + cos? 0=1 tomando la identidad fundamental que permita flegar donde se desea
cos’0=1-sen’@ despejando para cos?8, y es lo que pide.

d) Expresar tan’ 0, en términos de cos 0

tan’ o expresion dada.
tang = 380 9 aplicando identidad fundamental 1,
cos 6
2
sen‘ §
tan’@ = = aplicando propiedades de potencias
cos“ 6
sen’0 +cos? 0 = 1 tomando la entidad fundamental que permita llegar donde se desea,
sen’0=1-cos?0 despejando para sen’0. '
2 2
sen‘ 0 1-cos“0
tan?@ = = = sustituyendo sen’ 8, por 1 - cos?0.
cos* @ cos® §

e) Expresar tan’0-2sec?8+5 en términos de sec 0

En ésta, se debe buscar una identidad fundamental que involucre tanto a tan 8, como a sec 6.

tan’0-2sec’0+5 expresion dada
1+tan’@ = sec?o retomando la identidad fundamental 7.
tan® 6 = sec?9 -1 despejando para tan? 0.

Como ya se tiene despejada la identidad fundamental para tan®o, sustituyendo esta ultima en la
expresion dada, se obtiene:

sec’0 -1 -2 sec? 0+5 sustituyendo tan’0, por sec?8 -1 en la expresion dada.
4—-sec’e simplificando. ™

tan’0-2sec’0+5

I

Ejemplo 2 | Ses -’2'— <6 <x expresar cos 0, tan 6, cotf, sec6 y ¢sc 6 entérminos de sen 0.

Solucion:
Expresando cos 0, en términos de sen 6.

sen’ 9 + cos? 9 = 1 tomando la identidad fundamentat que permita llegar donde se desea.

cos’06=1-sen?d despejando para cos’ 9.
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cos0 =+ J‘i -sen?@ extrayendo raiz cuadrada en ambos lados,

cos0 =~ ¢1-sen 2q ya que se dice que 8 esta en el sequndo cuadrante (-§<9<1:) .y ahi el cos B es negativo.

Expresando tan 6, en términos de sen 6.

sen B ;
tan® = aplicando identidad fundamental 1
cos O :
. sen® 3 :
tanf = - sustituyendo cos 6, por — J‘l —-sen’d , ya que el cos O es negativo.

J1 - sen®®

Expresando cot 0, en términos de sen 6.

cos
cotf = 9 aplicando identidad fundamental 2. -
sen®
1- sen’d : _ ,
cotb = - —3 sustituyendo cos 8, por — J1-sen’8 , yaque el cos 8 es negativo.

Expresando sec 0, en términos de sen 0.

; 1
sec g = — , aplicando identidad fundamental 4.
os 6
1
secf= - —m sustituyendo cos 0, por - J1-sen?d , yaque el cos 0 es negativo.

1 - sen?0

Expresando csc 6, en términos de sen 6.

1
csco= —— aplicando identidad fundamental 3. =
senB

Ejemplo 3 | Expresar cada enunciado en términos de seno y coseno y simplificar. Considerar 8 un
angulo agudo. ;

a) cot’ 0 —csc’ 0 b) 3tan’ p — 3sec’ B c) 5sen” 20 — 5¢cos* 28
d) sec csc O e) (1+ tan a)? cotp — tanp
" tan@ + coth : sec’a CSC - Secp

Solucion:
cos? 0 1
sen’  sen’®

a) cot’ 6 —csc? 6 = escribiendo en términos de sen® y cos 0.

2
cos“ 9 -1
= — ' efectuando la suma.
sen” 0
(1 - cos? 0 :
= _(—2.2 extrayendo " como factor comun .
sen” ¢
_ —sen* U ; 2 7
= sustituyendo 1 —-cos” 0, porsen” 6.

=-1 simplficando.
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. 2
b) 3tan’ B —3sec’p = 3 senz B 3 12 escribiendo en términos de sen By cos B.
cos“ cos“p
2
= _3_seng_3 ; efectuando la suma.
cos“f
~3(1-
= —:’(———‘—:f-n—m extrayendo "-3*, como factor comdn.
cos”
= =3 I - sustituyendo 1 -senze. por cos? 6.
cos*
=-3 simplificando.
c) 5sen’20-5cos* 20 = 5(sen* 20 - cos* 20) extrayendo 5 como factor comun.
= 5(sen” 20 — cos” 20)(sen” 26 + c0s?20) factorizando (diferencia de cuadrados).
= 5(sen” 20 ~ cos? 20)(1) : sustituyendo sen” 20 + cos 20, por 1.
= 5(Zsenz 20-1) sustituyendo cos® 20 por 1 —sen> 20 y simplificando.
1 1
See 0 08c0 = £o8 0 oen 8 escribiendo en términos de sen® y cos 0
tan® + cot® sen6+cose inoscesen® y cos 0.
cosf® send
1
= c:sB senze efectuando la suma en el numerador y en el denominador.
sen” 0 + cos” 6 ;
cos B send
1(cosT sen®
= ( 7 ) 3 efectuando Ia division.
cost send (sen” O + cos® 0)
= -:—- simplificando y sustituyendo sen’ 0+ cosz 0 por 1.
=1 ! simplificando.

sena
1+
(1+ tan a)? _( cosa)

e 3 = escribiendo en términos de sena y cos a.
sec’a 1

cos? o

2
(cosa + sena)

cos a
- 1 efectuando la suma del numerador.

cos? a
(cos x + sena)?

el
(°°: %) aplicando propiedades de potencias.

cos? a
cos? G (cos a + sen )
cos?a

(sen a + cos a)2 - simplificando y aplicando propiedad conmutativa parala +.

" efectuando la divisién.
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= sen’ o + 2sen o Cos o + COS° o desarrollando el binomio.

2

=1+ 2senacosa sustituyendo sen” a + cos> a por 1

cosp senp

cot it — tan sen cos - o
f) = LI L= - escribiendo-en términos de sen .y cos p.
CSC 1 — Sec i 1 1

senpy  Ccosp

cos’p ~sen’
sen . cos i
cos - seny
senp cosp

efectuando ia suma en el numerador y en el denominador.

senqr cosl (cosz p - sen? p)
= efectuando Ia divisién.
cosr seni (Cos p - sen )

cos.u-—senpu)(cos u + sen
(” ﬁ) ( ll) “) simplificando y factorizando (diferencia de cuadradas).
[(cosp=senp

= COS p + Sen p simplificando. B

VERIFICACION DE IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

En todos los incisos del ejemplo 3, se ha dado una expresion trigonométrica y se ha pedido que
se exprese en términos de seno y coseno, ademas que se simplifique. El hecho de tomar una expresion
trigonométrica y pasarla en términos de seno y coseno, simplificarla, aplicar identidades fundamentales y
llevarla a ofra expresion equivalente, corresponde a lo que se llama verificar una identidad
trigonométrica. Entonces una identidad trigonométrica es una igualdad de dos expresiones
trigonométricas equivalentes. Cuando se pida que se verifique una identidad, se dara una igualdad de
dos expresiones trigonométricas. Para verificar una identidad, se debe tomar uno de los miembros de la
igualdad (el que se considere mas complicado) y llegar al otro lado de la misma. En la mayoria de los
casos se comienza expresando en términos de seno y coseno o factorizando © aplicando una de las
identidades fundamentales. Si ya esta en términos de seno y coseno y no se puede aplicar una de las
identidades fundamentales, existe otra forma de verificarla (véase ejemplo 4 h)).

Ejemplo 4 | Verificar cada una de las identidades dadas.

1+
a) tanpsecpcosp=tanp - b)cscpsecp = tanp +cotp c)-sT?:i(—:—E=1+csca
d) sen 2a + cos 2o cot2a = csc 2a : “e)3—4cbs’x=(2senx+ 1)(2senx - 1)
' ~ 2 2
sen «| csca ~ cota
sen3u+§n3p = tan 3 g)sena = ( )
1+ cos3p ' cos a seca
h) send =1+cos$- i) cos p = sec u + tan p
1-cosd send 1v - senpu
1 1 2 _1-cosa
i) 2csc®u = : k) (cota—csca)? = ———
I 2¢se" 1+cosu+1—cosu M ) 1+cosa
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Solucién:
a) tan usec pcos pu=tan p identidad dada.
tan usecpucos u= sanp 1 cos u tomando el miembro de la izquierda y llevandolo en términos de
cosp )l cosp SEno y coseno.
nucoes|i
= SOTRCORT efectuando el producto,
COS pcosi
w 201 simplificando.
cos u 7
= tanp aplicando identidad fundamental 1 y es lo se quiere.
b) cscp secp=tanp + cot B identidad dada.
sen 0s tomando el miembro de la derecha y llevandolo en términos de seno
[anp-rcotp:—_ﬂq,c B y coseno .
cosfp senp '
2 2
c
- frcosp efectuando la suma.
cos Bsenf
_ 1 ; 2 2
= sustituyendo sen”fi + cos“ B por 1.
cos fsenB
1 1 ;
= por propiedad del producto.
cosf senf
= cscf secp aplicando identidades fundamentales (3 y 4) y propiedad conmutativa.
1+ sen
c) —2N2 _44csca identidad dada.
sena
1+sena 1 send tomando el miembro de la izquierda y separando los téminos.
= + Notese que se pudo haber tomado el miembro derecho y pasarlo
sena sena  senw en términos de seno y coseno.
=csca+1 simplificando y aplicando identidades.
=1+csca por propiedad conmutativa para la suma. Se obtiene lo deseado.
d) sen2a +cos2a cot2a =csc2a identidad dada.
= cos 2a tomando el miembro de la izquierda y llevandolo
sen 2a + cos 2a cot 2a = sen 2a + cos 2a (sen 20) en t&minos de seno y coseno.
cos? 2a
=sen 2a + ——— efectuando el producto en el segundo término.
sen 2a

_ sen’2a + cos?2a
= efectuando la suma.

sen 2a
= : aplicando identidad fundamental 6.
sen 2a
= CSC 2a aplicando identidad 3.
e) 3-4cos’ x = (2sen x + 1)(2sen x — 1) identidad dada.
= 2 tomando el miembro de la derecha y efectuando
+ ~1)= i
(2sen x + 1)(2sen x ~ 1) = 4sen’ x 4 1 el producto (producto notable).
=4(1 - cos? x)-1 sustituyendo sen’x por 1 -cos> x.
=4 -4cos’ x -1 efectuando el preducto.

=3-4cos’x simplificando.
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sen 3y + tan 3p

=tan 3u
1+cos3pu
n3p
sen3u+
sen3p+tan3p _ " cos 3u
1+cos3p 1+ cos3u

cos 3y sen3p + sen3p
cos3u
1+cos3u

sen3p(cos 3p + 1)
cos 3u
1 +cos3p

_ sen3p (cos3p+T)
cos 3 {1+ cos3ji)
sen3u
cos3u
=tan 3p

sen a(cscza = cotza)

g)sena =
cos a sec a.

sen a( cscla - cotza) seno (1 + cot?a — cot’a)

=

cos a sec o cosa seca
sena (1)
m[ ]
cosa
_ sena
- gosw
_cesu
_ sena
R
=sen o
h) send ___1+coss
1-cosd send
sen 8 _ send ><1+coss
1-cosd 1-cosd 1+cosd

send (1+cosd)
1-cos?s

send (1+cosd)
sen’s

1+cosd
send

identidad dada.

tomando el miembro de la izquierda y llevandolo en
términos de seno y coseno.

efectuando la suma del numerador.

factorizando el numerador.
efectuando la division.

simplificando.

aplicando identidad 1.

identidad dada.

tomando el miembro derecho. Recuérdese que
1+cot’0= csc’0.

expresando en términos de seno y coseno y simplificando.

efectuando el producto del denominador.

simplificando.

simplificando.

Identidad dada; note que ambos miembros estan dados en
términos de seno y coseno.

Tomando el miembro de la izquierda, multiplicando y
dividiendo por el conjugado del denominador. También se
pudo haber tomado el miembro derecho y operar con el
conjugado del numerador.

efectuando los productos.
sustituyendo 1 - cos’s por sen’s.

simplificando.
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i) T fo:e:p =secu+tanp

1 4_senu
cosp  cosu

- 1+senp

= cosp

g 1+senpx1-senp

cospu 1-senp

secu+tanpu=

1-sen’py
cosu{1-seny)

= __sosiyr

coswr(1-senp)
cosp
1-senu

1 1
+

j) 2csc’y =
) a 1+cosp 1-cospu

1 1 - 1-cosp+1+cosp

1+cosp 4'1—cosu (1+cosp) (1-cosp)
2
1-coszu
2
sen’p

2
2[1]
senp

2cscp

"

1-cosa

k) (cota—csca) =
) ( ) 1+cos

(cota-esca )? = cot® a— 2(cot a)(csc a) + csc’ a

1

identidad dada.

tomando el miembro derecho y llevéndolo en términos de
SeNno y coseno.

efectuando la suma.

multiplicando y dividiendo por el conjugado del numerador.

efectuando los productos.

sustituyendo 1 - sen’ u por t:os2 ®

simplificando y obteniendo lo deseado.

identidad dada.

tomando el miembro derecho y efectuando la suma,
simplificando.
sustituyendo 1 - cos” u por sen’ .

por propiedades del producto y de potencias

aplicando identidad fundamental 3 .

identidad dada.

‘tomando el miembro de la izquierda y
desarrollando el binomio,
1

_ cos’a , Cosa
sen‘a sena

_ cos’a - 2cosa +1
sen’a

_ (cosa —1)?
sena

(1- cosm)z

senq

(1-cosa)?

1-cos’q

- A—eosa)
A—eosaj(1+ cosa)

1-cosa

1+cosa

sena

K

3 llevando a términos de seno y coseno.
sen“a
efectuando la suma.
facterizando el numerador,
2 2
note que (cos @ ~ 1) = (1 -cosa)"

sustituyendo sen’ a por 1-cos’a.

factorizando el denominador.

simplificando y obteniendo lo'deseado. n .
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Ejemplo 5 | Hallar los valores exactos de las razones trigonomeétricas restantes, utilizando
identidades trigonométricas si: cos 6 = % y cote<o.

Solucién:
Comocos 6 = % y cot® <0 (cot® negativo), ® estaenel IV cuadrante.

Tomando la identidad sen” 8 + cos®8 = 1 y despejando primero para sen? @ , y después para sen 8, se
encuentra lo que se necesita. Véase:

sen’0 +cos’0=1 identidad fundamental que se debe tomar.
sen’0=1-cos?0 despejando para sen” 6.
senf = + J1 -cos?p extrayendo raiz cuadrada en ambos lados.
4\? sustituyendo el valor del coseno dado; nétese que el seno es negativa
senf=- |1~ (g) en el cuarto cuadrante.
sen 0 = - 9 sirﬁpﬁﬁcando
25 2 ;
sen @ = -% simplificando y es lo que se nos pide.
3
Para encontrar tan 6, se toma la identidad tang= 519 - 5 _ _3
cos 6 S04
5

Ahora, si se quiere encontrar el valor de cot 6, es preferible (por facilidad) tomar cot = E%-é- , de donde

TP TR
4
De igual manera se tiene que:
1 1 5 1 I
csco= F e T secf= —— = — = = =
sen® 3 3 y cos®@ 4 4
5 5
Ejercicios 3.1

Aplicando las identidades trigonométricas fundamentales, escribir la primera expresion en términos de la segunda;
para un angulo agudo 6. :

1.tan 6; sen @ 2. cotB; cos @ 3.secH; send 4.cscB;cosh
"5.tan® 9; cos 0 6. cot®0; sen 0 . 7.sec’®;sen® 8. csc®0: cos 0

Determinar el valor exacto del resto de las razones trlgohométricas para el angulo 8, segln las condiciones dadas
aplicando identidades. :

3 4 2 J5 1 6
9. =.= = 10. 0== $0=-— 1. == S
seno syoose - sen 3ycoe 3 cot0 - y secB =
12.sene=§ y cot® <0 13.cot8=-2 y cos0 >0 14.csco=% y sec <0
Simplificar cada expresion trigonoméirica utilizando las identidades fundamentales.
2 il
15.secy cosy 16. cotytany 17. cot L sec A 8. 22 Z +senx 19. I-Co¥ %
senx sen x
csc?p -1 1 1 1 sen’x + (1+cos x)2 sen’p - cos’p
20, ————— 21. -1 22 - 23. 24, —/ ——

cotp cos?x " tan’x  cotiy cos x + 1 senp - cosf
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Verificar cada identidad.

25. cotatana =1
cot?y -1

3 ﬁz— =1- 259“2.\'
+ COot"x

28
sen o csca

cota

sen’a

34 ———— =1 -cosir
14+cosi

31. =tang

1-cosf seno®
37, ~ =
> sen@ 1+ cosb

cosp  1-senp

26.
29.

32.

35,

senBcotP= cosp
cos.x

— =
senx cotx

cosf

sec+tanp = 1= senp

tan x + cot x _ 1

tan x -cotx 2sen® x -1

1+cose_ secH+1
1-cos 0 secO -1

csc u+1 _ cotp
cotp cscu-1

2
46. (sen2p-cos2p)
cos 2

27.tanfBsenP +cosP =
cosd + 14+ send
"1+ send cosd

secf}

=2secd

2 2
93 Sen’¢-—cos’¢ _ tané — cotd
sen¢ cosod

sec A

 ——— = SN A
tani +coti

1-cot’y
- tanz\y -1
1-sen2p
"1+ sen2¢p

39 cot?y

42 = (tan2p - sec2¢)’

1-senp _ cos’p

" 1isenB  sen?p + 2senf + 1

=sec2f -2sen2p

cot36-1  1-tan30

48

40. = 41,
1+ senpn cosp
b 2
43. 1 {son-cosx) = 2(CSC x—CcOS X)
senx
45.1+COS|3 & senfl = 2csc
sen 1+cos f
47 1+cscp _ _ cotp
cot p cscfi -1

49. sen®s + cos® A =cos A +sen? 2

51. (sen®A +cos? 1)t =1

53. (sec A +tanA)* (sec A —tan i) =1

55. (1+sena)®(1—seni)®=cos* A

send
1-cos0

1+cosf
send
1
1+ cot?0
cos f - send
cosb sen 0

coth +1
. csch

57.

59. = sen®g

61. = cscf - secH

63. = c0s6 + send

sen’d
cosf

65. +cosf = sech

1+ secd
, —— = OO
send + tang
cscy -1
cot?y
tanp B 1
senf - 2tanp  cosf - 2

69. = 2 + cot?y

71

tanp + cot p
tan ucotp

73. = tanp + cotp

50.csc2p —-sec 2 =

"1+cot38  tan30 4+ 1

cot 28 — tan 23
sen2p +cos 23

sen’B - cos®p

52.1+senBcosf =

senf - cosf

54. x*col’a ~ yzcscza + yzootza —x’csca =— y2 -5

- ¢:os’9-3cos9+2~ 2-cos@
' sen?0 ~ cos8+1
58. sené =1sec9

1-(sen@®-cos0)® 2

2cos?6 - 1
senf cosf

60.

cosa + tana

A )
; sena

2¢
64 1-send = o8 0

1+cosh B

=cotf - tanp

= cota + seca

1+ send

sen’i

68. sen‘a - cos*u = 1

2 —
70. tan :2 1 _
1-cot‘x

72 tanf

"1-cosk  (1-cosi)?

- 2cos’a

tan®x

1

74, cotxcoty — 1

" senp + 2tanp :cos[i+2
- 1-fanx tan y

cotx+ cot y

tan x+ tan yp
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3.2 IDENTIDADES DE SUMA, DIFERENCIA DE ANGULOS Y COFUNCIONES

Las identidades basicas o fundamentales estudiadas anteriormenté, involucran Unicamente un
angulo. En esta seccion se consideraran identidades en las que intervienen dos angulos.

Se inicia con la identidad que se refiere a la diferencia para el coseno, ya que las otras se demuestran a
partir de ésta en particular.

cos (a—B)=cos x cos f + sen a sen f.

Demostracion de la identidad antes mencionada

Considérese los angulos a y B que estan en el intervalo Jo.2x[ y 0<B <a. Laidentidad antes
mencionada, se cumple para todo nimero real y angulos medidos en grados o radianes.

Observando el circulo unitario de la figura 1 a), los angulos oy B en posicion estandar, se tiene
el triangulo AOB. Si ahora se gira este triangulo en sentido a favor de las manecillas del reloj con
respecto al origen, de tal manera que el punto A coincida con el punto D, entonces el lado terminal que
contiene al punto B, estara en el lado terminal que contiene al punto C (ver fig. 1 b).

AY

x
A (cos B, sen i)
A(a, b) “ C (cos (a - B), sen (a - By~
(RN Cle, 1) \
X X o s
a_B_.\_ '\ /1° D‘(1. 07 N

B( a, sen a)
B(C.m f
g.1

a)

En la rotacién realizada anteriormente, se tiene que d(A, B) = d(C, D). Por comodidad se asume que:
A(cos B, sen B) = (a, b), B(cos a, sen a) = (¢, d) y C(cos (a - B), sen (a.—B)) = (e, f).

Luego se tiene que Vic=a)? + (@-b)? =y(1-e)2+(0-f)* aplicando la férmula de distancia: d(A B) = d(C. D).
0 (c—a)2 - (d—b)2 = (‘I-e)2 } f2 . elevando al cuadrado ambos lados.
e2-2ac+a® +d?-2bd + b2 =1-2¢ + &% + fz desarrollando los binomios.
(c? + dz) +(a?+ b%) -2ac ~2bd =1-2¢ + (e? + fz) asociando.

1+1-2ac ~2bd =1-2¢ + 1 sustituyendo c*+ & = a® + b* = ¢ + f? = 1 ya que

los puntes A, B y C estan sobre el circulo unitario.
e=ca+db simplificando y canmutando factores.
Luego  cos (x—PB)=cos a cos B + sen a sen B. sustituyendo e, a, ¢, by d por cos (a ~ B), cos B,

cos «, sen B, y sen a respectivamente.
B
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Si se reemplaza B por - B, en la Ultima ecuacién (identidad coseno de una diferencia) y utilizando
identidades para angulos negativos (enunciadas en el capitulo anterior), se obtiene ia identidad del
coseno para la suma. ;

cos (a+ B ) =cos (a ~ (- B)) expresando en forma equivalente.
- =Cos o cos (- f3) + sen o sen (- B) aplicando la identidad, el coseno de la diferencia.
=cosacosfi-senasenf aplicando la identidad del 4ngulo negativo.
Por tanto €os (o + B) = cos a cos B —sen o sen .

Con el propésito de obtener las otras identidades de suma y diferencia principalmente para el seno y la
tangente, se estudian ofras, llamadas cofunciones a partir de la identidad coseno de una diferencia.

Retomando la identidad cos (a — B) = cos o cos B+senasenP y sustituyendo a por % se tiene:

cos [-; -~ B) = cos% cosf + sen% senf aplicando la identidad. coseno de una diferencia.
=(0)cos B+ (1) sen B determinando el valor del coseno y seno indicado.
=sen B : simplificando.

cos[% - ﬁ) =senf concluyendo acerca de la primera cofuncién,

Esta Ultima igualdad es valida para cualquier nimero real B, o el angulo dado en radianes. Cuando B esta
dado en grados, se debe sustituir % por 90°y se tiene que cos (90° — B) = sen B.

Retomando nuevamente cos(%— [i) y sustituyendo B por g - o, Sé obtiene:

cos I @afj= cosE cos(zr— - a) + ssenE sen K o aplicando identidad de suma del coseno
2 |2 aa b 20\ 2 y T
=(0) cos(—;- - a) +(1 sen(% - a) determinando los valores del coseno y seno.
n A
= sen ( -2- - a) simplificando.

Obteniendo que: cos a = sen (12‘- - a)

Esta tltima también es valida para cualquier numero real « 0 angulo dado en radianes.

sen[ 2-a)
Véase también que tan(l;- - uJ = 2 aplicando identidad fundamental,
cw(gha) '

cos a ; :

= aplicando cofuncién de seno y coseno.
sena

=cota aplicando identidades fundamentales.

Par tanto tan(% - a) =cota
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Se tiene ahora, sec (% = a] .

1
aplicando identidad fundamental.
n
COoS| — -~
(52
1 2 .
= aplicando cofuncién.
sena
=CsCa aplicando identidad fundamental.

En conclusion, se generaliza las siguientes cofunciones:

g

4 sen(;—a)BCOSa 2. cos %—a)=sena
\
:

3. tan(%-a] =cota 4. cot ;-a) =tan a
\
5

5. sec(%—a) =c¢sca 6. csc ;-a)=sec<x
\

Todas las anteriores son validas para todo nimero o 0 un angulo en radianes. De igual manera, para

cada una se puede sustituir g por 90°.

Utilizando éstas Ultimas cofunciones, se llega a otras identidades, véase:

sen (a—p) = cos[% ~ (o~ B):’ aplicando cofunciones.
= cos [ G —a) = (—B)] aplicando propiedad distributiva y asociativa.
= cos(-’zE - 0.] cos(-p)+ sen(% - a) sen(-p) aplicando identidad cos (a - B).
=sena cos f - cosa senf , aplicando cofuncion y angulo negativo
Concluyendo que sen (« ~ B) =sen o cos B — cosa senf identidad seno de la resta de dos angulos.

Mostrando ahora para sen (a + B).

sen (o + B) = sen (o — (-B)) escribiendo de forma equivalente.
=sen acos (-f) —cos a sen (—B) aplicando la identidad sen {(a - f).
=senacosP +cosasenp , aplicando la identidad del dngulo negativo.
Luego sen (o + B) = sen a cos B + cos a sen B identidad seno de la suma.
Ahora,
sen(oa - '
tan (a-B) = il et “ aplicando identidad fundamental.
. cos(a—f)
= sen acosp - cos a sen B aplicando identidad del seno y del coseno para la resta en el
cosacos f§ + sen a sen f§ numerador y en el denominador.

sen a.cosf _ cosGsenp
cos a GOS P  cosacos B

dividiendo por cos a ¢os B el numerador y denominador.
cosacOS [}  senasen BS el y

cQs.«cO0S B Ccosa cosf
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sena senf
COS Q. —cosa
sena sen B
cosa cos 3
tana —-tan
1+tana tan B

1+

tana -tan

e = iy 1+tanatan §

De forma similar si se sustituye B por —B, se prueba que tan (a + B) =

simplificando y escribiendo de forma equivalente.

simplificando y escribiendo de forma equivalente.

para todos los angulos o nimeros reales a y B

tana +tanp
1-tanc tan B

Enunciando las identidades que se han demostrado hasta este momento:

Identidades de la suma de dos angulos
1.cos (a+B)=cosacos fp-senasenp

2.sen (a + B) = sen a cos B + cos a sen B

tana +tan B
1-tana tan B

d.tan(a +B) =

Identidades de la resta de dos angulos

1.cos (e~ B)=cos o cos B +senasen P

2. sen (a ~ B) = sen a cos B ~cos a sen B

tana -tan
1+tanatan

d.tan (. —B) =

4.sec(at+f)= .

cos acos B - sena senf
S.csc(a+pB)= L

sena cosf§ + cosasenf
6. cot (a + B) = 1 -tana tan

tana + tanp

1

4.sec(a-B)= cosa cos B + sena senf
5.csc(a—-B) = :
senacosf — cosasenf
_1+tana tanp
6- cot ((1 B) tanag — tanB

Los ejercicios que se presentan a continuacion, son similares a los planteados en la seccién
anterior, ahora lo nuevo es la aplicacion de las identidades enunciadas en ésta.

Verificar cada identidad.

b) 11N _ 4o La)
1-tana 4

e) sen (g— B] =sen (g’*ﬁJ

Ejemplo 1

a) sen (o + 2n) = sen o c)cos (B +2kn)=cosB,conke Z

d) cot (B + =) = cot B f) sen (o + B) ~ sen (a ~ B) = 2cos a sen B

1+ cota cotf csc @ ¢csc A = 3n
oot =P s SR, h ) el i) tan| ¢ - == | = —cot
g} cot{pi~p) cotp - cota S Ll e ) "[q’ 2) "
j) sen (o — B) sen (« + B) = sen’ a — sen? B k) . o 2000 sern

cot8—-cotp N sen{u — 0)
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Solucidn:
a)sen (a +2n)=sena identidad dada.
sen (o + 2w) = sen o oS 2n + COS o Sen 2x tomando el lado izquierdo y aplicando identidad sen {a+B).
=sena (1) +cosa (0) sustituyendo los valores para sen 2n y cos 2x
=sena simplificando.
n ;
) e, (£+a) identidad dada.
1-tana 4
o tan = + tan a
tan (—4-(1 J = - tomando el lado derecha y aplicando identidad tan (a+f).
1-tan — tana
4
L L sustituyendo el valor de tan =
- tana i 4
1+tan
S —— simplificando.
1-tana s
c)cos (B+2kn)=cosPB, conkecZ identidad dada.
cos (B + 2kn) = cos P cos 2kn — sen P sen 2kn tomando el lado izquierdo y aplicando identidad cos (a+).
=cos B ( 1) —senB (0) sustituyendo el valor de sen 2kx y cos 2kx para, cualquier
keZ
=cos B simplificando.
d) cot (B + x) = cot B identidad dada.
cot(f +nxn)= A-Eap tan tomando el lado izquierdo y aplicando identidad cot (a+p).
tanp + tann
= M sustituyendo por el valor de tan x.
tanB + 0
1
= simplificando.
tan g
=cot B aplicando identidad.
3 m .
e) sen(z—ﬂ] = sen(;ﬂ}) identidad dada.
sen (% + B) = sen gcos B+ cos % sen B tomando el lado derecho y aplicando identidad sen{a + B).
= ; x =
={1)cos B +(0)sen sustituyendo el valor de sen - y cos -
=cos simplificando.

b )
= sen( 2 -B } por cofunciones.
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f)sen(x+B)—sen(a-P)=2cosasenP  identidad dada.

sen(a+p)—sen(a—-P)=senacosP + cosasenp - (senacos B — cos a sen B)
: tomando el lado izquierde y aplicando sen (a+8) y sen {a - B).

=senacosP + cosasenP- senacosP + cosasenpP

aplicando propiedad distributiva.
= 2cos a sen B simplificando.
; 1+ cot :
g) cot (o — p) = 1 Cotacotp identidad dada.

cotfi -cota

-B) = M tomando el miembro de la izquierda y llevandolo en términos de seno
cot (o - B) :
sen (a —p) y coseno,

- Cos acosf +sena senf
senacos B - cos o sen B
cos acosf = sen-asénp
= Senasenf senesenp dividiendo por sen a sen B el numerador y denominador.

~ “senccos B ~ cos a sen P
sepdasenfl senasenf

cosa cos P

aplicando identidad de seno y coseno de la resta.

+1

n
= _Sena senp simplificando y escribiendo de forma equivalente.
cos 3 _Cosa

senff sena

1+ cot « cot '
= —uc_B - aplicando propiedad conmutativa e identidades fundamentales.
cotf -cota

csch csc
cotf coti -1
1
cos(0+1)

identidad dada.

h) sec(0+1)=

sec(0+1)= tomando el miembro de la izquierda y llevéndolo en términos de coseno.

1
= aplicando identidad de coseno de Ia suma.
cosf cos A — senf seni
1

= send seni dividiendo por sen 6 sen A el numerador y denominador.

cosbcos A senbseni
senb senl. senB-seni
1 1

= senf_seni escribiendo de forma equivalente y simplificando.

cosO cosi

send seni
- _cscOcsca

cotf cotid —1

aplicando identidades fundamentales,
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ar n
sen ¢ cos — - cos P sen —

2

3n 3n
COS @ COS —2—+ SGHQSOH?

_seng(0)-coso(-1)
" cos o (0)+seno(-1)
. Coso
- -sen g
=-=coto

i) sen (@ - B) sen (a+a)=sen‘a-sen’p'

identidad dada.

expresando en términos de seno y coseno. Notese que no se puede

utilizar la identidad tan (a - B), ya que tan —325 no ests definida.

aplicando identidades sen (a - B) y cos (a - B).

sustituyendo por el valor sen 32—" y cos —35’5 '

simplificando.

aplicando identidad fundamental.

identidad dada.

sen (a—B)sen(x+P)=(senacosP — cosasenP)(senacosP + cos a sen B) tomando el lado

izquierdo y aplicando sen (x = B) y sen (a+p).

= (sen a cos B)2 - (cos a sen B)2 aplicando algebra (productos notables).
= sen? o cos? B - cos’ a sen’ B aplicando algebra (propiedad de potencia).
=sen’a (1—sen’B) — (1 -sen’a)sen’p aplicando cos®a = 1 - sen?p.

=sen’a —sen’asen’ B —-sen’ P +sen’ o sen’ B por propiedad distributiva.

=sen’a —sen’p

k) 1 o4 sen0 senp
cotO-cotp sen(u-0)
senf senu senb senp -
sen(u - 0) - senu cosB — cosp senf
sendseni
= sen g-sefip

senjicosf  cospsend

senfsen  senmdseny
1

cosft' cosu

senff  senpu

1
cot6 — cotpn

simplificando,

identidad dada.

tomando el miembro de la derecha y aplicando sen (i -~ 6)
en el denominador.

dividiendo por sen 6 sen p el numerador y denominador,

simplificando.

aplicando identidad fundamental. [ ]

Estas identidades también son utiles para determinar el valor exacto de razones trigonométricas
para otros angulos, que se les llama angulos especiales, ya que se pueden expresar como la suma o
diferencia de dos angulos especiales. El siguiente ejemplo muestra lo dicho anteriormente.
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Ejemplo 2 | Determinar el valor exacto €n cada inciso.
a) cos 75° b) sen1—'2- c) cos :—; d) csc 15°
e) sec 105° f) sen 165° g) sen% h) sec (—% )
Solucion:

a) cos 75° = cos (45° + 30°)
= cos 45° cos 30° - sen 45° sen 30°

-4(8)-2£(y

2 \2Z

b) sen % =sen[1-1)

12

c) cos L cos [
12

d) csc 15°

sen15°

1
sen (45° - 30°)

1
sen 45° cos 30° - cos 45° sen 30°

1

— | c——

R

&\ Z

expresando 75° como la suma de dos &ngulos especiales.
aplicando identidad cos (x + ).

sustituyendo por el valor de cada expresion indicada.
efectuando los productos.

efectuando la suma.

descomponiendo ;',‘7 =X_X

4 g resta de angulos especiales.

aplicando identidad sen (a - B).

sustituyendo por el valor de cada expresion indicada.

efectuando los productos.

efectuando la suma.

descomponiendo :—; = % + % suma de angulos especiales.

aplicando identidad cos (a + ).

sustituyendo por el vaior de cada expresién indicada.

efectuando los productos.

efectuando la suma.

aplicando identidad fundamental.
expresando 15° como la diferencia de angulos especiales.
aplicando identidad sen (a - ).

sustituyendo por el valor de cada expresién indicada
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e) sec 105°

f) sen 165°

I

cos 105°
1
cos (60° + 45°)

1

cos 60° cos 45° — sen 60° sen 45°
1 :

2| 2

—

5z -k
(47 +46)

sen 15°

sen (45° - 30°)
sen 45° cos 30° — cos 45° sen30°

£[£]_£(1)

2 2 2 |2
&2

4 4

% -3

efectuando los productos.

efectuando la suma.

simplificando.

racionalizando y simplificando.

aplicando identidad fundamental.

expresandc 105° como la suma de dos angulos especiales.
aplicando identidad cos {a + B).

sdstituyendo por el valor de cada expresion indicada.

efectuando los productos.

efectuando la suma.

simplificando.

racionalizando y simpiificando.

Si se ubica el angulo 165° en posicién normal, éste esta en el segundo
cuadrante y el seno en éste es positivo. El angulo de referencia es
15°, lo que simplifica el ejercicio.

escribiendo 15° como la resta de dos angulos especiales.
aplicando identidad sen (a - B).

sustituyendo por el valor de cada expresion indicada.

efectuando los productos.

efectuando la suma.
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g) senlf,} —sen-f-z"- Si se ubica el angulo 11%5 en posicién normal, éste esta en el cuarto

cuadrante y el seno ahi es negativo, luego el angulo de referencia es

5z
12
= L . 5z _x . =x :
= —sen [3 + -‘-‘-) descomponiendo 2= T 4: (suma de angulos especiales).
= —(sen % cos% - cos-;i sen-:- ) aplicando identidad sen (a + p).
=-sen -6’5 cos% - cos% sen% aplicando propiedad distributiva.
1 3
S - -2- [g] - iz_- [—?] sustituyendo por el valor de cada expresion indicada.
2 6
S § - % efectuando los productos.
= Ji: JB- efectuando la suma.
1
h) sec (—-112 )= por identidad fundamental.
n
cos| ——
( 12)
1
= = por identidad para anguios negativos.
cos —
12
1 _
= expresando 1—:; =2 2 (como diferencia de angulos especiales).
X x 4 8
COoS| — — —
5-3)
1

aplicando identidad cos (a = B).

4
= L sustituyendo por el valor de cada expresion Indicada.
J2 () 42 )
2 2 2\2
= L efectuando los productos
5
4 4
= , efectuando la suma.
V6 ++2
4
4

I

simplificando

V6
= JS_ - y/i racionalizando y simplificando. =
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Ejemplo 3 | Escribir en forma equivalente utilizando identidades fuhdamentales. ’

a) sen 41° cos 25° — cos 41° sen 25° : b) cos 52° cos 34° ~ sen 52° sen (—34°)
¢) sen (-57°) cos 13° - cos 57° sen (=13°)  d) 1
’ 3n 27 3n 2n
€0s — CcO0S — - sen— sen —
. 5 7 5 7
e) tan 52°+ tan 33° ‘ B ) 1+ tan 20°tan 43° ;
1~ tan 52°tan 33° tan 20° - tan 43°
Solucién:
~ a) sen 41° cos 25° ~ cos 41° sen 25° = sen (41° — 25°) aplicando identidad sen (a — ).
; =sen 16° efectuando la resta. Notese que no es un angulo
especial.

b) cos 52° cos 34° — sen 52° sen (— 34°) cos 52° cos (—34°) ~ sen 52° sen (-34°)
expresando de forma equivalente, ya que cos {(-B) =cosB.

= cos (52° + (-34°))  aplicando identidad cos (a + B).
= cos 18° efectuando la suma,

c) sen (-57°) cos 13° — cos 57° sen (-1 3°) = sen (-57°) cos (-13°) — cos (-57°) sen (-13°)
_ expresando de forma equivaiente, ya que cos (- B} = cos 8.

= sen ((-57°) - (-13%)) aplicando identidad sen (a - B).

= sen (—44°) efectuando a suma.
= —sen (44°) . aplicando identidad sen (-f) = -sen f.
1 X 1 : G5
d) = aplicando identidad cos (a + ).
cos X cos Cu i sen—si sen L cos 3x 4 ax
5 7 5 7 7
| = ! simplificando
31r P ’
cos —
35
= sec m aplicando identidad elemental.
35
4n . :
= -—sec E tomando el angulo de referencia.
o a
e) bl s L tan (52° + 33°) aplicando identidad tan (a + B).
1-tan 52°tan 33° :
= tan 85° efectuando la suma.
f 14180 20 4 L expresando de forma equivalente
tan20°- tan43°  tan 20°- tan43 ’ “ :
: 1+ tan 20°tan 43°
= ———1-— aplicando identidad tan (« —f).
tan (20° - 43°)
= __1__ simplificando.
tan (-23°)
= cot (-23°) . aplicando identidad fundamental.
= -cot 23° aplicando identidad de angulos negativos.
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Ejemplo 4 | Determinar e! valor exacto en cada inciso, utilizando identidades fundamentales.
a) sen 32° cos 28° + cos 32° sen 28° b) cos 75° cos 30° + sen 75° sen 30°
c) 1 d) tan 70° - tan 10°
sen (-13°) cos 17° - sen 17° cos 13° 1+ tan 70°tan 10°
Solucién: :
a) sen 32 cos 28° + cos 32° sen 28° = sen (32° + 28°) aplicando identidad sen (a + p).
= sen 60° simplificando.
= —‘2—5 encontrando el valor del sen 607,
b) cos 75° cos 30° + sen 75° sen 30° = cos (75° - 30°) aplicando identidad cos (a - B).
= cos 45° simplificando.
= g encontrando el valor del cos 45°

1 : 1

Cc - -
)sen(—13°) cos 17° ~sen 17° cos 13° sen (-13°) cos 17° - sen 17°¢ cos (—-13°9)

forma equivalente.

= . aplicando identidad sen (a ~ B).
sen{-13° - 17°)

= L efectuando la suma.
sen (-30°)
=- 3 por identidad para angulos negativos.
sen 30°
==2 indicando el valor del sen 30°,
tan 70° - tan 10° o : oo
= - 10° ta - B).
d) i an TG 16 tan (70 0°)  aplicando identidad tan (a - B)
= tan 60° simplificando.
= v/s indicando el valor del tan 60°. ]
Ejemplo5 | Si sena =§- » COn a que esta en el Il cuadrante y cos = ; con ——;— <B <0,
determinar el valor exacto de:
a) sen (a + ) b) cos (a + B) c) sen (o - B) d) tan (a - B)
e) El cuadrante donde est3 o + B f) El cuadrante donde estd o —p
Solucién:

Para determinar el valor exacto en este tipo de problemas, es de gran ayuda ubicar tanto el angulo a
como el angulo B en posicién normal. Luego se debe completar el triangulo rectangulo que contiene los
angulos de referencias respectivos, para poder encontrar los valores de las razones trigonométricas
requeridas. No olvidar el analisis del signo negativo, dependiendo del cuadrante que contiene al angulo
segun la razén trigonomeétrica dada. Ver fig. 2. il

X

g h-v

5
4

h N s ,___é 3
] -3 Cd 'x x’ Bl X
|-2+10

a) fig. 2 b)
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Luego

a)sen(a+ﬂ)=senacos[3+cos<zse'n|3

28 (3)(-20)
12, 6410

35 35

_ 12+6410
35

b) cos{a +B)=cosacosp —senasenp

:-g(zj-:[_@}

|
|
|
+

35 35
_ -9+8410
35

£) sen (o - B) = sen a cos B~ cos a sen B

0-(3)P)

- 12 810

35 35

12 -610
35

_py= tana —tanp
Btan (o B) 1+tanatan B

-4+ 2410
3

9+ 810
9

_ ~12+6V10
9+8J‘ﬁ

aplicando la identidad sen (a + B).

sustituyendo el valor para sen a y cos § (dados) y el valor para cos a

y sen B (calculados).
simplificando.

note que el resultado de sen (a + B) es positivo.

aplicando la identidad cos (a + B).

sustituyendo el valor para sena ,cos B, cosay sen f.

simplificando.

note que el resultade de cos (o + B) es positivo.

aplicando identidad sen (o - B).

sustituyendo el valor para sena, cos §, cosa y sen B.

simplificando.

note que el resultado de sen (a - B) es negativo.

aplicando identidad tan (o - B).

sustituyendo por el valor de tana y tan B, que debe calcularse.

simplificando.

efectuando la suma.

simplificando. Nétese que este resultado es positivo y que también

se puede racionalizar.



64 , CAPITULO 111 IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

- e) El cuadrante donde esta o + B

Para identificar el cuadrante donde se encuentra o. + B, es necesario identificar el signo de dos.
razones trigonometricas: seno, coseno, tangente y cotangente. Con las razones seno y cosecante o con
las razones coseno y secante no se logra nada, ya que para estas parejas su signo coincide en cada
cuadrante.

_ Del inciso a) se nota que el sen (a + B) es positivo y del inciso b) qde el cos (a + B) es
positivo y el cuadrantq donde el seno es positivo y el coseno es positivo es el primero, luego o + B esta
en el primer cuadrante ( (a + p)el cuadrante).

f) El cuadrante donde esta o ~B
De igual manera se ve que del inciso ¢), se obtiene que el sen {o. — B) es negativo y del inciso d) que la

tan (« ~ B) es positiva y el cuadrante donde el seno es negativo y la tangente es positiva es el tercero,
luego « - P esta en el tercer cuadrante ( (« - B)elll cuadrante). : : ®

Ejercicios 3.2

Verificar cada identidad.

cos (u —¢) - o = sen(p -9¢) = cota cotp -1
) cos p sen ¢ tangﬂ-coﬂ» e e senp sen ¢ 3,cot(q+B) cota + cotP
. - Ccot2a cot 3p +1 sen (o +B) - Cota+cotp sen{a +p) _ tana +tanp
Aokida =) cot 33 - cot 2a > sen(a - B) - cotf - cota : ‘sen{x - f) tana - tanp
= - Cos(u +9) 3 - sen {u —¢) ox)_ tan 2 +1
7.cotp-tan¢ ——mnuw80 8.tan u—tan ¢ —-——cosuco“ 9.tan(2a44) e
10. cos (a - B) cos (a + P) = cos? @ — sen® B o e D) -en e P) g

cos (a + B) + cos (a - B)
cos (a +f) -cos(a - B) _

12, —tan B jg, S0ela ¥ P) s CoOB{d R _ on
sen (a + B) + sen (u — B) sen(a +p) —sen{a-B)
14. sec (2a + 2p) = <S¢ 2ac5¢ 2§ 15. -cos (a0 + B) + cos (a - B) = 2c0s a cos B

cot 2a cot 2f -1

16.1+ cotptan p = Se0 (b +&) 17. tan p + tan ¢ = Seni +9)
7 senucosé COS j1 COS ¢
cos (n - ¢) cos(0+¢) _ 1-tanOtang
s + T — 19. =
et mn g sen u cos ¢ ; cos(0-¢@) 1 +tanb tang
seca secf ' - Cos (u+4¢)
2 L) = —————r S =Sowre
20. sec (a - B) YT ._21 tanptan ¢ i
22 csc ()= o 23.tan( o +3) = 002 C8 0
1 - cota tanp v 4 cosa - sena
24 sec{a - f) _ 1+ cotutanp 25 -
= _ . sen (a + B) + sen (a - B) = 2sen a cos B

" cscla + B) cota + tanp .
o7 Senpsend _ 1

26. sen (a + B) sen (o — B) = sen”  — sen’ B T o

Simpliﬁcar utilizando identidades de suma o diferencia. :
-~ 28. cos (30° - 0) 29. sen (¢ — 30°) _ 30. sen (0 + 180°) 31. cos (B + 360’)

32 tan[a~§) 33, cot(a~%] 1 sec(cu--;-) 35. csc (4 + 2x)

36. sen (a + 4n) 37.-cos (a + 6n) 38. tan (a +w) 39. cot (a + 3m)
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Determinar el valor exacto. ‘ _
3 =

40, sen% + cos-E 41, cot 30° + sen 225° 42; cos 120° —sen 135° 43. cosT + sen-s—
44.5ec75"  45.sen75"  46.senl 47.cos = 48.tan 195° 49, sec 165°
° ° : ° ° 37n 13n
50. cos 255 51. csc 285 52 cot 345 53. tan 435 54. sen TR 55. csc (--1?)
Escribir en forma equivalente utilizando identidades fundamentales.
56. cos 83° cos 42° + sen 83° sen 42° 57. cos 53° cos 31° + sen 53° sen 31°
58. sen 14° cos 22° - cos 14° sen 22° 59. cos 25° cos 43° — sen 25° sen (—43°)
60. sen (~75°) cos 31° — cos 75° sen (=31°) 81, L
2n n 2% n
COS — COS — - sen — sen —
. 5 8 5 8
tan 25° + tan 30° 63 1+ tan 40°tan 20°
" 1- tan 25°tan 30° " tan 40° - tan 20°
64. . 65. L
= x n b4 - cos 56° cos 32° + sen 56° sen 32°
CO0sS — sen — - sen — Cos—

9 7 9 7

Determinar el valor exacto en cada inciso, utilizando identidades fundamentales:

66. c0s.73° cos 43° + sen 73° sen 43° B7. cos 37° cos 8° — sen 37° sen 8°
68. sen 21° cos 39°+ cos 21° sen 39° . 3 69. cos 72° cos 42° + sen 72° sen 42°
70. sen 23° cos 37° + cos 23° sen 37° 71. cos 76° cos 16° + sen 76° sen 16°
2 1 73 tan 70° - tan 25°
" sen (-20°) cos 10° - sen 10° cos 20° " 1+ tan 70°tan 25°
4. 1+ tan 55°tan 25° 75. 1 .
tan 55° - tan 25° ; 2% x 2x x
COS —— Sen— + Sen— CosS~—
S | 5 15 5
76. ! 77. 1
3x x 3x x cos 78° cos 48° + sen 78° sen 48°
COS—— COS— - Sen— sen—
28 - 7 28 7

Determinar el valor exacto de sen (a — B), tan (@ = B), sec (a + B), cot (a + B) y el cuadrante donde se encuentra
a-B y a+pB, segun las condiciones dadas.

78.sena= % , con a que esta en el |l cuadrante y cos B = --;- con [} en el tercer cuadrante
79.sena= % . Con a que esta en el I cuadrante y cos B = ;- con f§ en el cuarto cuadrante
80.tan o = -:- . con a que esta en el lll cuadrante y secf = —g con B en el primer cuadrante

81.tana= 1. con « que esta en el [ cuadrante y secfj = -:— con B en el primer cuadrante

2
82.sena-£. con = <a<x y senB=3  con 0<p<=
4 2 5 ST
6. 3n 7 n ’
83.tana=-—-, con -— <a<-mn y cscP=~ con — <B<n
5 2 5 2
2 n 3 3%
84.cosa=-§, con —n<a<-; y cosB=-; con —?<B<-—n
V& 3n

85.sena=--2— con —§<a<0 y tanBz—T con -—2—<B<_—1t

%
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3.3 IDENTIDADES DE ANGULO DOBLE Y ANGULO MEDIO

Utilizando las identidades en las que intervienen dos angulos, se deducira principalmente las
relacionadas con angulos dobles y de éstas tltimas, se llega a las identidades de angule medio.

Retomando la identidad sen (a + B) = sen « cos B+cosasenf

Supéngase que B = a, entonces:

sen (ax + @) = sen a Cos o + COS o Sen o sustituyendo fi por o
6
sen (2a) = 2sen « cos a simpkficando y obtenemas la identidad del seno del doble de
un angulo,

De igual forma, si se toma la identidad cos (a+PB)=cos acos p-senasenp
Y suponiendo que B = a, se obtiene:
COS (x + ) = COS @ COS & — 88N a Sen a sustituyendo B por a.

cos {2a) =cos’ o —sen’ o simplificando y obteniendo una identidad del coseno del
doble de un anguio.

Notese que se puede sustituir en la Ultima identidad cos’a 6 sen‘a por 1 —sen’o 6 1 - cos?a
respectivamente.

cos (2a) = (1 -sen’ a) - sen’ « sustituyendo cos”a por 1-sen®a
=1-2sen’ simplificando, se obtiene la segunda Identidad.
Ahora
cos (2a) = cos’ a - (1- cos’a) sustituyendo sen’ o por 1 - cos’ .
=2cos’a -1 simpificando, se obtiene la tercera identidad.

Tomando la identidad para la suma de la tangente y sustituyendo B = a, se tiene:

tan (a + p) = Lulad it retomando la identidad de la tangente de una suma.
1-tana tan f

tan(a + a) = % sustituyendo P por a.

2tana

tan (2a) = e——
1-tan” «

simplificando.

Sintetizando Ias identidades verificadas antericrmente:

Identidades de angulos dobles
1.sen 2a = 2sen « cos o 2.cos2a = cos’a —sen’a = 1-2sen’a = 2cos’ o -1
3. tan 2a = ﬁ“_.

1—tan2a
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La identidad para el coseno del doble de un angulo, es muy aplicada en calculo, ya que ésta permite
transformar una expresién en forma de potencia en otra equivalente pero con exponente unec. Véase:

cos 2a = 2cos’ o — 1 retomando una de las identidades para el coseno del doble del angulo.
1+ cos 2a = 2cos’ o sumando 1 en ambos lados de ia ecuacién.
.2 _ 1+cos2a x __ : : o
COos o & —— despejando para el término cuadratico y aplicando simetria.

Si ahora se toma la identidad

cos 2a =1 -2sen’ « retomando otra de las identidades para el coseno del doble del &ngulo.
2sen’ o = 1 -cos 2a transponiendo términos.
1-cos2a )
sen’ a= -—2— despejando para el término cuadratico.
2
sen sen” a
Recuérdese que 2 ztana ; luego 2N 2 - tan? a, porlo que
COS (¢ cos” «
1-cos2a
tan? e - 1-cos2a
1+ cos 2a 1+ cos 2a
2

Estas vitimas identidades, son llamadas:

identidades de potencias

2 2 1+ cos 2a

Si de estas uvitimas se supone que o = % se obtienen las identidades para el angulo medio, véase:

2 _ 1-cos2a
a

sen = 2 retomando la identidad para sen’® a, dada Ultimamente.
1- cosz(g-)
ng = —-—-—2— sustituyendo a = 2

2 2 2.

B 1-cosp despejando para sen% se obtiene la identidad para el seno del 4ngulo medio.
sen - = + f————

2 2 Se tomara la raiz positiva o negativa, segun el cuadrante que contenga a % X

. s . g 1+ cos2a :

Suponiendo nuevamente que o = —g- . ¥y tomando la siguiente identidad cos’a = —— <= se tiene que:

2 _ 1+cos2a

ans” a > retomando la identidad para cos® a-, dada ultimamente.
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1+ cosz( EJ
'(:os"'E = 2 sustituyendo o = &
2 2 e 7 |
deépejando para c:os£ , e obtiene la identidad para el coseno del angulo medio. El signo
con B _ + 1+ cosp ; 2
2 B
3

2 de la raiz depende del cuadrante que contenga a

Finalmente, si se toma

1-cos2a
Y, e el
N T Che A

2 sen’[g)
tan“= =
2 _

retomando |a identidad para tan® o, dada Gltimamente.

aplicando identidad fundamental y sustituyendo a = -’2‘- .

sustituyendo sen® % y cos®

2 .
=3 Eosg simplificando.

En estas tres identidades es importante saber identificar cuando considerar la raiz positiva o la
raiz negativa, dependiendo del cuadrante donde se encuentre el angulo % Para el caso sen%, se toma

g esta en el primer © segundo cuadrante y se toma la raiz negativa si g esta en el

tercer o cuarto cuadrante. De igual manera, para cos-g-, se toma |a raiz positiva si % esta en el primer o

cuarto cuadrante y se toma la raiz negativa si % esta en el segundo o tercer cuadrante. En el caso de la

se toma la raiz positiva si % esta en el primer o tercer cuadrante, o la raiz negativa si % esta en

£
5

tan

N[
I

ia raiz positiva si

B
tan=,
2
el segundo o cuarto cuadrante.

De la identidad de la tangente de un dngulo medio, se deducen otras equivalentes que no es

necesario analizar el signo, ya que de la aplicacion de ellas se obtiene el signo, ya sea éste positivo (+) o
negativo (-). Véase:

B
2B 1—cos2(2)

sen — = tomando identidad.
2 2
1-cosp = Zsenzg- . despejando para el término 1 - cos B (después de simplificar). (1)
sen B = sen 2( g) = 2sen % cos g— tomando sen B, y expresando en forma equivalente (identidad para el angulo

doble).. : : (2)
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Ll = dividiendo igualdad (1) entre iguaidad (2).
senp % B :
E COS[E)
sen( 2
= simplificando.
)
os —
¢ [ :
= tan-g aplicando identidad fundamental.
B _1-cosB Sy :
Por tanto tan -~ = ———X identidad para la tangente del angulo medio.
2 senf
De igual manera se puede probar que tan Padocosl  senp
2 sen B 1+cosf

Sintetizando se tiene:

Identidades para angulos medios

1.sen-g—=t 1= °°°B
3. tan£= 1- cosB senf =1-cosB
2 V1+cosﬂ 1+ cos B sen B

z_cosgz + ms_ﬁ
2 ‘ 2

Los problemas que se trataran en esta seccion son semejantes a los tratados en la anterior. Por
ejemplo, se pedira que se verifique identidades y que se determine el valor exacto de algunas razones

frigonométricas, para otros angulos.

Ejemplo 1 | Verificar cada identidad
2 0 sen’2p _ 2
a)cos 30 =cos O (1-4sen‘®) b)8sen— cos-— 4send €) —— =4(1-sen” g)
2 2 sen“p
2 2

d-Wra. . soe 20 e) entl B f) sen 2a =tan « (1 + cos 2a)

1 + tan’a 2 1+cosp
;” cos 20 - 1+tan0 h) coszgg_M -—s—e;n_se_=4c°s9_seco_

1-sen26 1-tan® 2 2tanp senfcos O ~
Solucion:
a) cos 36 = cos 6 (1 - 4sen’ @) identidad dada.

cos 30 = cos (20 + 8)
= cos 20 cos 0 —sen 20 sen 6 ,
= (1-2sen’ 8) cos 6 — (2sen 6 cos 8) sen O
= cos 6 — 2sen’ 6 cos O - 2sen’6 cos 0
=c0s 6 - 4sen’ 6 cos O
=cos 0 (1 - 4sen’ 0)

tomando el miembro de la izquierda y expresandolo de forma
equivalente.

aplicando identidad cos (o + B).

aplicando identidades cos 20 y sen 20. Nétese que es
importante identificar las identidades convenientes.

efectuando los productos y simplificando.
simplificando.
extrayendo factor comun, se obtiene la expresion deseada
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b) 8sen-:-cos -g- =4sen 0

3] (3} 0 0
8sen—cos— = 4{2sen—cos—
2 ( 2 2)

- 4(sen 2( % ))

=4sen 0
sen’2¢ 2
c) —— =4(1-sen” ¢)
sen‘p

sen’2p _ (2sen g cos 0)?

senop sen? ¢
- 4,sen’7p cosz(p
sen® o
= 4cos? P
= 4(1 - sen’ )
2
d) -1&,?—- = cos 2o
1 + tan‘a
sena
2 T~
1-tan“a i 9_.__520.
1 + tana sen®a
1+ z
cos‘a

cos’a - sena
_ cos’a
cos?a + sen’a

cos’a

coe?d(cos’a - sena)

cos%G (cos’a + sen’a)

cos’a - sen’a

1
= CO0S 2a
2
e) 233n2£=ﬁn_ﬂ_
2 1+cosp
2
ZSenz_’.}. :Z[t 1;‘:03;'3]
2 2
=2(1-cos|3)
2
=1 —COSBXM

1+ cosp

identidad dada.

tomando el miembro de la izquierda y expresandola de forma
equivalente.

aplicando identidad sen 20.

simplificando.
identidad dada.

tomando el miembro de la izquierda y aplicando identidad sen 2.

aplicando propiedades de polencia.

simplificando
aplicando identidad fundamental sen’ ¢ + cos’ @ =1,

identidad dada.

tomando el miembro de la izquierda y llevandolo en términos de seno
y coseno.

efectuande las sumas en el numerador y denominador.

efectuandoe la divisién.

simplificando y aplicando identidad sen’a +cos’a =1.
simplificando y aplicando identidad cos 2a = ¢os’ « — sen’ a.
identidad dada.

tomando el miembro izquierdo y aplicando identidad para angulo medio

eliminando la raiz.

multiplicando y dividiendo por el conjugado del numerador.
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A1 tcouB){1—coe ) efectuando el progucto.

1+cos B
2
= 1-cos B efectuando el producto del numerador.
1+ cosp
sen’p
s — aphcando dentidad fundamental y es lo que se quiere.
1+cosf
f) sen 2a = tan a (1 + cos 2a) identidad dada
tan a (1 + cos 2a) = tan « + tan a cos 2a tomando el miembro derecho y efectuando @l producto
=tann+tana(2003’a-1) aplicando identidad cos 2a = 2¢os’ a~1.
=tana+2cos’atana — tana  efectuands el producto
e o, (son a) Simpificando (téminos semejantes) y expresando tan a,
cos T -en términos de seno y coseno
=2senacosa simplificando
= sen 2a aplicando identidad del doble del seno de un dnguio
cos 20 1+ tand
- identidad dada
9)1-80020 1-tan0
1 4+ L tomando ei mismbro de la derecha y Bevandolo en téminos de seno
1+tand = cos @ y coseno
1-tan® q_Sené
cos 6
cos+ sen 0
- cosd efectuandc 1as sumas.
cosl - send
cosf
cosd{cosd + send)
- efectuando la divisidn
sost (cosd — send)
2 cowoacne‘coso-uno smpificando, mullipicando y dividiendo por el conjugado del
cosf —send cos0 - send numerador .

_ (cosb + send)(cosb - send) planteando los productos

(cos - send)?
cos’0 - son’0
cos®f — 2send cosf + send

29 ..
_ cos?0 -sen’d aplicando identidad sen’ 0 + cos’ § = 1 en el denominador.
1-2sen 0 cost

efectuando ol producio en el numerador desarroliando ef binomio,

= . £0820 por wentidad cos 26 =cos’d ~ sen’s y sen20 = 2sen 0 cos O
1-sen20 :
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22 - tanp + senp

h) cos identidad dada.
) 2 2tanp
senp
tanp + senB _ cosp +senp L%q:;\go €l miembro de la derecha y llevandolo en términos de seno y
2tanp “2senp '
: cosf
sen B + sen B cos B
= . Cos f efectuando la suma del numerador.
2sen
cosf
i SO0 n P taenPoowl) o division.
2sen fcos B :
\ ;
= = l B(1+ cos p) sacando factor comun en el numerador.
2 serBcosP
. _’_*'_2";‘3_?. simplificando.
1 A |
= ( ’%M ] expresando de forma equivalente, si “%E >0.
= (:os“’E aplicando identidad para cos-g- 3
O P sech identidad dada.
sen 0 cos 0 :
sen3®  sen(20 + 0) ' tomando el miembro de la izquierda y expresando el
send cos send cosf numerador de forma equivalente.
n206 0
= 20 20 c0s0 + cos20 send aplicando identidad el seno de la suma.
senf cosf

2 2 :
J 2send cosO cosb + (cos’ 0 - sen 8) senb aplicando identidad del sen 26 y cos 20,
senb cosd

_ 2send cos®0 + send cos?0 - sen®

efectuando el producto en el numerador.

senb cosd
2 3

= 3senos::: :os ;en 9 simplificando.

2 2
= send(3cos” 6 esen 9 extrayendo factor comun.

sentcos
2 2
3cos”0 - (18- g0 9) simplificado y apiicando identidad sen®@ + cos’0 = 1.
cos
’ 2
= _4-.‘%3%_1 simplificado.
=4 gos™D - i 5 expresando de forma equivalente.
cost cos

= 4¢cosb - an simplificando.

4cosf -sechd aplicando identidad fundamental. "
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Ejemplo 2

Solucion:

Expresar en términos de cos « con exponente 1.

a) cos’ a sen® o

b) cos* o = (cosza )2

il

i

I
wlu Al.s &I.\ a[.; :;|..- 1 [ R ey

r 2
c) sen‘%= sen 9)

&= “I_. la ™\

N |- Nl-s

1+cos2a

2

NI-L N]-s ~|-n nl.- ~|...

2

;

(1+2cos2u+‘coszza)

cos 2a + % cos? 2u

cos2a + — (
4

2

a) 608% & sen? & = (1 + cosZa) (1 - cosZa)

- 2
-1(1-c0522a)
4
1(1_1+c032(2u)J
4 2
_1_(1—(:054(1)
4 2
1 1
e

1+ 0082(201))

cos2a + -(1+cos4a)

1 1
c0s2a + — + — cosdu
s

cos2a +% cos 4a

1—cose]2

(1— 2cos0 + cosze).

ose+1cos 0
4

-

1

4

[

1+ cos20
2

R

: aplicando identidad sen® =

0
b) cos* a ¢) sen* -
aplicando identidad sen’ o = 1'—",“,’s—"’u y cos’a =1—+°;L2“ .

efectuando los productos,

aplicando identidad cos’a = -1—*-‘;;”&
efectuando la suma.

efectuando el producto.

aplicando propiedades de potencias.

aplicando identidad cos’a = m+2°

por propiedades de potencia y desarrollando el binomio.

por propiedad distributiva.

- 1+cos2a

aplicande identidad cos’a 2

simplificando.
por propiedad distributiva.

simplificando.

aplicando propiedad de potencia.

1-cos26

simplificando.
por propiedad de potencia y desarroliando el binomio.
por propiedad distributiva.

aplicando identidad cos’0 = “%“:9.
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1

= 7 _;. cos0 + %(1 +c0s820) simplificando.
« I | , i

= z = 5 cosf +— + —cos26 por propiedad distributiva.

a2 3 cosh + 1 cos 20 simplificando

- - - - — . -
8 2 8 b

Ejemplo 3 | Determinar el valor exacto, aplicando identidades para angulo medio.

a) sen 15° b)sen22.5° ¢)cos % d) cos 165° e) csc 195° f) sen 165°
g) tan "8—" h) sec (-%’i) i) cos 112.5° ) tan (-13 k) cot 38’5 1) cos (157°307)
Solucién:
o 30° expresando en forma equivalente. Notese que también se puede aplica
a) sen 15° = sen [—2—) diferencia de angulos. R

aplicando identidad sen £ = ;t‘r":*“p . Notese que se toma la raiz
_ [1-cos30° 2 2
= 2 positiva ya que 15° esta en el primer cuadrante y en éste, el seno es
positivo.

determinando el vator de cos 30°.

efectuando la suma y la division.

4
=% JZ -3 simplificando.

45°
b) sen 22.5° = sen( ) expresando de forma equivalente.

g aplicando identidad sen % = 11’—1';“3 . Nétese que se toma la raiz
- CO 2

5 positiva ya que 22.5° esta en el primer cuadrante y en éste, el seno es
‘ positivo

determinando el valor de cos 45°.

efectuando la suma y la division.

simplificando.
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n
% =
c) cos 5 = cos % expresando de forma equivalente.
aplicando identidad cos 2 = & [14COSB \eiece que se toma la raiz
1 2 2 .
1+ cos—
= 2 4 positiva ya que %esﬁ en el primer cuadrante y en éste, el coseno es
positivo.
= determinando el valor de cos -:- ;
2+ 42
= 4f efectuando la suma y la divisién.
1
= 242 simplificando.
° 330° ;
d) cos 165° = cos = expresando en forma equivalente.
O
= t‘@ aplicando identidad cos% - 1@.
. 3 determinando el valor de cos 330°. Nétese que 330° esta en el cuarto
B *—‘z Cuadrante, su angulo de referencia es 30° y en éste, el coseno es
G positivo.
=3 J2 +4‘E efectuando la suma y la divisién.
— l /2 + JS' simplificando. Nétese que se toma la raiz negativa ya que 165° esta en el
2 segundo cuadrante y en éste, el coseno es negativo.
1
.e)csc 195° = o 1955 aplicando identidad fundamental.
n
1
= expresando de forma equivalente.
390°
sen —-)
22
= 2 aplicando identidad sen% = 3 1‘?’5

determinando el valor de sen 390°. Nétese que 390° esta en el primer
cuadrante, su angulo de referencia es 30° y en éste, el coseno es positivo.

= 1 simplificando. Nétese que se toma la raiz negativa ya que 195° esta en el
> J§ tercer cuadrante y en éste, el seno es negativo.
¥ e
2 —— ; o
S —— simplificando; también se puede racionalizar dos veces.
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-2 -2
_2-242
T2
=1-42

- 1

cos (—-31)

8
" 1
008(33)
5

= 1

3n

cos | 4

" aplicando identidad tan-g- =

expresando en forma equivalente.

aplicando identidad sen% =4 ,1 ‘;“5

determinande el valor de cos 330°. Nétese que 330° esta en el cuarto
cuadrante, su angulo de referencia es 30° y en éste, el coseno es
positivo.

efectuando Ia suma y la division.

simplificando. Note que se toma la raiz positiva ya que 165° esta en el
segundo cuadrante y en éste, el seno es positivo,

expresando de forma equivalente.

1-cosp
senp

. Nétese que se pudo haber aplicado

las otras opciones.

determinando el sen-74—" y el cosl‘l. Nétese que l‘l estd en el cuarto

cuadrante y su angulo de referencia os%. ademas en éste, el seno es
negativo y el coseno positivo.

efectuando ia suma en el numerador.
simplificando.

multiplicando y dividiendo por — 42 .

efectuando los preductos.

simplificando,

aplicando identidad fundamental.
aplicando identidad de un 4ngulo negativo.

expresando en forma equivalente.
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i) cos 112.5° = cos(

225° )
2

% t‘b + CCs 225

2

1+ cos
2

A=}

aplicando identidad cos% =3

encontrando el valor de cos 3‘—" - Notese que-:-"l est4 en el segqundo cuadrante,

que su anguio de referencia es % Yy que el coseno en éste, es negativo.

efectuando la suma en el numerador en la cantidad sub radical.

efectuando Ia division,

expresando de forma equivalente. Notese que — —351- esta en el cuarto

Cuadrante, y en €ste, el cosenc es positivo.

expresando en forma eguivatente,

S : ’1 + COS
aplicande identidad cosg- =3 —2—?- .

determinando el vaior de cos 225°. Notese que 225° esta en el tercer
cuadrante, su angulo de referencia es 45° y en éste, el coseno es
negativo.

efectuando la suma y la division,

simplificando. Nétese que se tomé la raiz negativa ya que 112.5° esta en el
segundo cuadrante y en &ste, el coseno es negativo.

aplicando propiedad de un angulo negativo.

expresando en forma equivalente.

aplicando una de las posibilidades para la identidad tan £ =518
2 1+cosP

=

determinando el sen—f— yelcos 3.
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2
s T% efectuando la suma en el denominador,
+
2
_ 2 g
s - m efectuando la division
=1~ Ji racionalizando y simplificando.
3t _ 1 =
k) cot T i aplicando identidad fundamental.
tan —
8
1 o
= expresado en forma equivalente.
3x
tan ._4_.
2
1
= aplicando identidad tan £ = 3818 _
(3.,‘ 2 1 +cosp
sen | —
4
%)
1+cos| —
4
%)
1+ cos %
= expresando de forma equivalente (aplicando el reciproco).
sen 3—“]
4
_ ﬂ encontrando el valor de cos%‘ y de sen3T“. Notese que’T" esla en el
= 2 segundo cuadrante, que su angulo de referencia es = y que el coseno en
2 4
? éste, es negativo y el seno es positivo.
242
= ? efectuando la suma en el numerador.

1) cos (157°30%) = cos (ﬂ;'—)

_— ,1+co: 315°

efectuando la division

racionalizando y simplificando.

expresande en forma equivalente.

aplicando identidad cos-g- =3 1—‘%& :

determinando el valor de cos 315°. Nétese que 315° esta en el
cuarto cuadrante, su angulo de referencia es 45° y en éste, el
coseno es positivo,
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2++2
4
J2+J§

=%

N

a) sen 2a b) cos 2a c) tan 2a d) sen% e) cos =

efectuando la suma y la divisién.

simplificando. Nétese que se tomé la raiz negativa ya que 157.5°
esta en el segundo cuadrante y en éste, el coseno es negativo.

f) tan < ) sec = h) El cuadrante donde esta 2«
2 9 2

Solucién:

Ejemplo4 | Si csca =% » CON a que esta en el Il cuadrante, determinar el valor exacto de:

2

Auxiliandose de una grafica para ubicar el angulo a en posiciéon normal.

o Formando el triangulo rectangulo que contenga el angulo de referencia,
para que facilite encontrar los valores de las razones trigonomeétricas

4 5 requeridas. Como csc a se define hipotenusa entre lado opuesto, se
b A ubican estos valores en el triangulo rectangulo formado y se determina el
P — > tercer lado de éste.

g
fig .1

Respondiendo cada inciso se tiene:

@) sen 2a = 2sen a COS o

B0

25

b) cos 2a = 2cos? o — 1

(3 -

_ 18

L — -

25

-
25
2tana
1-tan? o

2(-3]
3

4

c)tan 2a =

aplicando identidad sen 2« = 2sen a cos «.

determinando el valor de sen a y cos a (ver fig. 1).

simplificando. Notese que, sen 2a es negativo.

aplicando identidad cos 2a = 2cos’ a - 1.

determinando el valor de cos a (ver fig. 1).

efectuando el producto.

efectuando la suma. Nétese que cos 2a es negativo

2tana

aplicando identidad tan 2a = e——
1-tan «

determinando el valor de tan a (ver fig. 1).
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8
= 3 efectuando los productos.
16
o I o
9
24 : - 5 -
= 7— efectuando operaciones indicadas. Nétese que la tan 2a es positivo,
o 1-cosa ; =
d)senZ =4 /220950 aplicando la identidad sen? = i"ﬂg :
2 2 _ 2 2
= determinando el valor de ¢os o (ver fig. 1).
= aplicando ley de los signos.
8
= efectuando la suma.
= 345
2
2 1/5 simplificando. Nétese que si a esta en e segundo cuadrante (%( a < 1:),
T8 luego % esta en e! primero (% <% <%) y por tal razén se toma la raiz
positiva.
o 1+cosa -
e)cos— = + ‘/-——— aplicando la identidad cos £ = i‘/uﬂ.
2 2 2 2
= determinando el valor de cos o (ver fig. 1).
= apficando ley de los signos.
2
=4 % efectuando la suma.
1/3 efectuando la division y simplificando. Se toma la raiz positiva porque ya se dijo que %-
- ? esta en el primer cuadrante.
a _1-cosa 1- cos
fitan— = aplicando la identidad tan% = B
sena. senfB

determinando el valor de cos « (ver fig. 1).
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1+ 2
= 45 aplicando ley de los signos.
5

=2 efectuando las operaciones planteadas.

a 1 " o
g)sec — = aplicando identidad fundamental
< cOos &
2
1
S — aplicando identidad cos & = L :” B

determinando el valor de cos a (ver fig. 1).

I

aplicando ley de los signos.

efectuando las operaciones planteadas.

Simpiificando. Nétese que si a « Il cuadrante, < ¢ | cuadrante y cos -‘;—

2 es

&

positivo en el primer cuadrante.

k) El cuadrante donde esta 2a

Notese que segln los resultados en los incisos anteriores (a) y b)), se obtuvo que tanto sen 2a
©€OMo Cos 2o son hegativos y el Unico cuadrante donde ambas razones trigonomeétricas son negativas

es en el tercero, por tal razén 2a esta en el tercer cuadrante. -
I Ejemplo 5 | Encontrar el valor exacto de sen 0 y cos 6, dado que sec 26 = —% y 0<6< g
Solucién:
g Se dice que @ esta en el primer cuadrante (0 < 6 < %), luego 26 esta en
25| 7 el segundo cuadrante. Ubicando el angulo 20 en posicion estandar y
. LB m\ completando el trigngulo rectangulo que contiene al angulo de referencia
G P B, se tiene la fig. 2. Aplicando una de las identidades reciprocas se tiene
que cos 20 = —;. Tomando la identidad cos 26 = 2cos® © - 1, sustitu-
4 yendo en ésta el valor de cos 26 y despejando para el término cos 8, se
Y obtiene:
fig .2
-; =2cos?0 -1 sustituyendo el valor de cos 28.

5
2cos’ 0 = == + 1 transponiendo términos y por simetria.
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1
cos’ 0 = ¥ despejando para cos’ 0.
V7 :
cos B = 1—7— extrayendo raiz cuadrada en ambos lados de la igualdad.
V7 . .. 4
cos 0= T racionalizando. Se toma cos 8 positivo, ya que 0<6 < 7

Determinando el valor exacto para sen 0

Se sabe que cos 0 = —‘,7—;- y que 0<0< % sedeterminaquesene=i:_2—
(ver triangulo). Este valor se puede determinar de forma similar de como se
encontré el valor exacto de cos 6, a diferencia que se debe tomar Ia identidad °

cos 20 = 1 — 2sen” 0 y despejar para sen 0.

Ejemplo6 | Si 20 es un angulo ‘en posicién normal o estandar y el punto (-1, -3) esta en el lado
terminal de 20, determinar:

-~

a) tan 0 b) sen 46 c) cos 36 d) seng- e) sec 68 f) csc%

Solucién:

3) tan 6 :
Se tiene que 20 esta en el tercer cuadrante, ya que el punto (-1, -3) esta
en el lado terminal de 20 y éste esta en el tercer cuadrante (ver fig.3).

" Ubicando el angulo 26 en posicién normal o estandar y completando el
triangulo rectangulo que contiene al angulo de referencia B, se tiene la

fig. 3. Se observa en la misma figura que cos 26 = —%-. Si se toma la

identidad cos26 = 2cos’0 -1, sustituyendo en ésta y despejando parael
término cos 0, se obtiene:

s 2cos? 0 -1 sustituyendo el valor de cos 20.
J10

+

1 transponiendo términos y por simetria.

2c0s?@ =—
T}' 0S ﬁ

v 10 \ cos’@ = 10;({1—0 despejando para cos® 0.
«h en\|o e o
X < RE N 10-410 y
-J50-5410 cos@ =+ >0 despejando para cos 0.
R 10-4/10  ya que si 20 ests en el tercer cuadrante, 9 esta en el
Yy - 20 segundo y en éste el coseno es negativo.
fig.4

Simplificando este ultimo resultado se tiene que:

50-5410
10

% =_'[1o-~,l'ti ._v10-410 _ Jro-Jio

A
20 245 245 5
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Con este ultimo resultado (cos 0), se construye la fig. 4 y se procede a contestar algunos inciso
solicitados.

a) tano = —M aplicando la definicion de tangente. Notese que este resultado se puede racionalizar.
505410
b) sen 4@ =sen (2(20)) . escribiendo de forma equivalente.
=2sen (20)cos (20) - aplicando identidad seno del doble de un Angulo.
3 1
=2| - -—— sustituyendo sen (20) y cos (26) (ver fig. 3).
-7 (-7 ,
= % simpiificando.
€) cos 30 = cos (8 + 20) escribiendo de forma equivalente.
=cos 0 cos (26) - sen 0 sen (20) aplicando identidad; coseno de una suma.
50-5v10 1) y50+5410 3 sustituyendo cos 6, cos (20), sen © y ser (20)
10 J10 10 J10 (ver fig. 3 y fig. 4).
= J50—5_J1_0 + 3J5&_§1"T(_1 . efectuando los productos.
10410 10410

_ 50-5v10 + 3,/50+5410
1010

efectuando la suma.

_ ¥500-5010 + 3,500+ 50410

racionalizando.
100
[¢] 1-c¢c )
~d) sen 3 =4 "—203—9 : aplicando identidad para el seno del angulo medio
{50_ 510 Sustituyendo cos 0. Notese que 20 esté en el tercer cuadrante, 8

ol 10 estd en el segundo cuadrante y % esta en el primer cuadrante.
- 2 Luego sen-g es positivo.

10 + 450—5410 ‘
= J 20 efectuando la suma en el numerador y la division.

{50+5450-5410

10

simplificando y racionalizando.
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e) sec66 = — aplicando identidad.
Expresando cos 60 de forma equivalente. Notese que determinando cos 60 y luego el
cos 60 = cos (20 + 46) reciproco de éste se encuentra sec 60.
= cos 20 cos (48) — sen 20 sen (40) aplicando identidad; coseno de una suma.
= cos 20 cos (2(26)) — sen 20 sen (2(20)) expresando de forma equivalente cos40 y sen 40.
= cos 20 (cos? (20) — sen’ (20)) — sen 26 (2sen (28) cos (20)) aplicando identidades angulo doble.
= cos® (20) — cos 20 sen” (28)) — 2sen’ (20) cos (20) efectuando los productos.
= cos® (20) - 3cos 20 sen” (20)) simplificando.
3 2
= [ 3 ) -3 (- —-1-—) [— 3 ] sustituyendo cos 28 y sen 290 (ver fig. 3)
V10 Yio){ Jio -
-1 3 9
= * — simplificando
10410 10 (10]
__13 efectuando el producto, la suma y
5710 simplificando.
1 5410
sec 60 = = tituyendo y simplificando.
— 5 sustituyendo y simp o
f) csc T, S aplicando identidad.
2 30
sen —
2
sen -322- =sen [6 < -g) tomando sen—?- expresando de forma equivalente, 220- =0 +g-

0
= sen 6 cos 5 + cos 0 sen -g- aplicando identidad; seno de una suma.

J50+510 Js?—sto 5410 [ 50541 ] JEmisto 5¥10

sustituyendo sen @,
10 10 =

cos -;3 , cos 0 y sen g . Nétese que cos % se encuentra utilizando el resultado del inciso d) (construya el trianguio rectéanguio y

encuentre el lado adyacente a % , luego aplique la definicién de coseno).

_ 50+5410 J50-5,/50-5710 - {50-5+10 J;mstmsﬁi
100

efectuando la suma.

csC = 28 = L sustituyendo y simplificando.
sen — J50+5410 Jso-sﬁo-sﬁi - J50-5410 Jso+5Jso-5~/1'6
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Ejemplo7 | Si sen% = ’,5;—1 , determinar el valor exacto de:
" 3x 2, 3x 9n 3x
ajcos— b)sen— ¢) tan—  d) cot| -— e) sec— CSC—
) 5 ) 5 ) 5 ) ( 5 ) ) 10 h 20
Solucién:
a) cos ~
5 .
i Con la informacién dada, se procede a elaborar un triangulo rectangulo
-1 para encontrar la medida del otro lado. Recuérdese que seno 6 es igual
a %’Lt:—::’? . luego lado adyacente es igual a JR —(J§ -1)2 )
J10+2/5 B
.8 J10+245 (simplificando).
Ah LI 2n &g .
ora cos E = cos-ﬁ escribiendo de forma equivalente,
= cos 2(%) éscribiendo de forma equivalente.
= '200321}6 =5 aplicanda identidad coseno del angulo doble.

- 2{-ﬁO+2J§
4

a3

-~

sustituyendo el valor de (cos ;% Y-

= % -1 simplificando,
= 1+4J§ efectuando la suma y simpliﬂéando.
3n :
b) sen — enunciado dado.
. s 7
sen 115 = sen = + _1:_) expresando de forma equivalente.
. 5 2 10
=sen » cos LA COS-’E sen - aplicando identidad seno de una su.ma
2 10 2 10 '
J 5-1
=(1) ¥ 0+42J5_ +(0) —J—;— sustituyendo cada factor.
= ____m;z,li simplificando.
2n ?
€) tan 5 enunciado dado.
2n n n :
tan — =tan | = - — expresando de forma equivalente,
5 2 10
T =
sen(-i = -1—0)
= expresando en términos de seno y coseno.
n
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senf- 008'1[- - (=OSESQI'!1
-2 10 2 10

K n T T
COS— COS— + sen—sen—
2 10 2 10

aplicando identidades seno y coseno de una resta.

7 n
. (1)cos-1—6 - (O)senﬁ

= simplificando (angulos cuadrantales),

(0) cos% + (1)senﬁ-
cos—
= 10

simplificando.

T
sen—
10

= cot?’:-)— aplicando identidad

J1042/8

¥5 -1

(£+1)J10+21,§
4

aplicando la definicion de la cotangente (ver fig. 5).

-

racionalizando.

Notese que en el inciso c), el complemento de -255 es ;io. por tal razon también es posible aplicar una

de las cofunciones: tan 2—: - cot% y aplicar la definicion de cotangente en la fig. 5.

d) cot (-%] enunciado dado.
3n) _ 3x : .
cot 7 —Col—t_,— aplicando propiedad cot (~a) ==-cot @.

Utilizando el resultado del inciso b), se construye otro triangulo rectangulo asi:

4
Vg2 %
J6-245

fig. &
Luego .
% 5-5)410-2/5
-cotﬂ T 245 =- ( ) aplicando definicion de cotangente (ver fig. 6) y racionalizando,
5 10425 20
e) sec -3% enunciado dado.
9x n ;
sec TO— =SseC| -~ T(.)- expresando de forma equivalente,

1

= aplicando identidad.
cos ! e |
10

Determinandoc cos (n: - %)
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COs (at, - 1—%) = COS mt COs -1% +sen n sen % aplicando dentidad coseno de una resta.
= (~1)cos = + (0) sen = sustituyendo cos n y sen .
10 10
=—CO0Ss = simplificando
10 '
=-— ‘10125 simplificando
Ahora ; :
9 (= ) 1 g = ) o
S€C — =seC{x-—|= o~ —_ suslituyendo y simpiificando.
10 T (, _ %) o245

6 sec o o _ (5-v5 J')Jto*zf

10 10 racionalizando
3n ;
f) csc — enunciado dado.
.20 , y i
CSsC :—:- = Csc (% + %J expresandé de forma equivalente.
csc . | = -——1——- aplicando identidad.
10 20 n n
n|—+—
10 20

Determinando

T
N|—+—] =se COS"—+COS—Sen'—
~ (m*zoJ n1o 20 10 20

‘K l

= sen—-—cos 1° + cos g sen2 1°

1+cos - 1- cos —
= sen—— + COS—-

10+2 : 10+25
[Js? 1] e 27 v
4 2
” (J's' 1} /4+ 10+2 szJ‘ [4— 10+2
4
( 5 _ 1] I+J10+2f J1o4zJ§ J4—J10+2J§
4 , 4 2.2

(45- 1)v4 . J10+2 , 10:25 4 J10.275
82

1)J4+,/10+2J5" +J10+2J' va- 104205

expresando de forma equivalente.
expresando de forma equivalente.

aplicando identidad, angulo medio.

il

sustituyendo en cada factor.
efectuando la suma

aplicando propiedad de raJicales.
efectuando los productos

efectuando la suma



88 CAPITULO fll

IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

simplificando.

1 ' 82
Lueo csc _u_ j_): =
gocy (1o+2o

Ejercicios 3.3

Verificar cada identidad.

sen (l+l) (J5-1)J4+J1;2~/§ + 104275 Jf- ¥10+25

2 " sen26 ' 2
¥ S ———— 2 S — f =1+
1. tan 26 prrp e 2.tan 0 T 3. (sen 2B + cos 2B)* = 1 sen 4p
1 sen2p 4 4 2
4.1+ = 5.cos 20 =cos“0 - sen‘o : + -
e @np cos 20 = co - se 6.tana + cot e
vgaisd
7-0082u=: :n,“ 8.cos,24a—-sen24a=cosaa 9. sen 6A = 2 sen 3A cos 34
+tan® pn
Cos26  cotB-1

"1+sen20 cotB8+1

13. 2sen’ 2a + cos 4a = 1

16. 2cos’0 = s

2
19. sec” a

2 - sec?

csc2e

=sec 20
a

11. 2csc 4p = csc 2u sec 2p 12. sen 30 = sen 0 (3 - 4sen? 0)

1“3"2% ; 2(tana - cota)
14. _a =COos 15. ;T—;z—- =sen 2a
1+tan’= Ta~cot'a
2

17. cotzg _ seca+1 18. cota - tana

= cos 2a

2 seca -1 tana + cota
20. tan2p = —2°0t8 L
cot?9 -1 sen20 2

22. sen’ B + cos® B = (sen B + cos B)(1 - ;}sen 2B) * 23. (sen B + cos B)* = (sen B + cos B)(1 + sen 2B)

24. sen 4a = 4sen a cos a (1 — 2sen® q)

26.sen*a= 3 - 1oos 2a + 2 cos 4a
8 2 8

25. cos® 2a - sen® o = cos? o — -:;Sen2 2a

27 Cosa + sena  cosa - sena

= 2tan2a
cosa - sena cCosSa + sena
3 3
28. cos“a + sena 4 -1sen2a 29, 1+ sen2a + cos2a A
cosa + sena 2 1+ sen2a- cos2qa
Expresar en términos de coseno con exponente 1.
30. cos* 2a 31. sen’ 3u 32.sena - cos'« 33.cos® a
34. sen’ a cos’a 35.sena cos'a 36, —1 . 37, =2 ;
sec 'a csSC'a
Escribir en forma equivalente utilizando identidades. y
o o
38.25en20°cos 20°  39. cos?25° — sen?25° IO 7 L o
1-tan?12° 1+ cos18°
T 2n
2tan — 1 -cos—
42. 4sen™ cos ® 43.3c0s? 2" _ 3 gen2 2% 44, 9 45. L
5 5 7 7 1- tan® % sen —

46. 20052%

-1

47.1-2sen’ X
1

1- cos 35° 12
48, J—— 4.
8 2 TR -
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Determinar el valor exacto.

§0.sen 195  61.tan2025° 52 csc o= §3.cos (-385) 54.sec 22X 55, tan %’i
56.sen 105°  57.cos 105°  58.sen337.5° 59.sen 157°30° 60. cot% 61.cscst‘

Determinar el valor exacto de cos 2o, sen 2a, csc¢ 2a, cot 2a, sen% cos%, tan%. sec%. y el cuadrante

donde se encuentra 2a, segun las condiciones dadas.

62.sena= -:- con a que esta en el Il cuadrante.
63.csca= —;- , con o que esta en el |l cuadrante.
64.tana= % , con a que esta en el lll cuadrante.

65.cota =2, con a que esta en el | cuadrante.

66.sena=£. con =~ <a<
4 2
67.tana=—-§.'con L <a<-—-T -
5 2
68.cosa = —-%. con —n<a<—§.

69.sena = =% oon -§<a<0.

%

Determinar el valor exacto de sen %, cos%, uni;- y sec %, segun las condiciones dadas.

70.cos a = -% , con a que esta en el lll cuadrante.
71.csca= % , con @ que esta en el | cuadrante.

72. tana=-:;-,conaque esta en el IV cuadrante.
73. cota = 2, con a que esta en el |l cuadrante.
74.sena = if- con -’25 <a< T
75.tanu=——6-. con —31<(1<—1t.
5 2
76.cosa= --2-. con —H<U<—m
3 2
77.sena= — 2 , con ~I<ca<0.
76 2
78. Encontrar el valor exacto de sen® y cos 0, dado que cot 20 = —-ii y 0°<8<90°
79. Encontrar el valor exacto de sen® y cos 0, dado que sec 20=—% y 0<9<§

80. Encontrar el valor exacto de tan@ y sec 8, dado que sen 20 =% y 0<0< -;-

81. Sicot 2¢ = —;, el lado terminal de 2¢ esta en el cuarto cuadrante, sen u =-'-;- y el lado terminal de p

esta en el segundo cuadrante, determinar:
a)cos (p+p) b) tan (¢ — 1) c) sen (3¢ +2u ) d) Jisec3¢—5cos§
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3.4 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

En las secciones anteriores se tratd acerca de las identidades trigonométricas, las cuales son
igualdades donde intervienen razones trigonometricas. Dicha igualdad es valida para todo valor asignado
a la variable (angulo) y que |a razén trigonométrica respectiva esté definida

En algebra se define una ecuacién como una igualdad donde intervienen variabies, Dependiendo
de las caracteristicas de esta igualdad, asi se clasifica el tipo de ecuacion que se tenga. En esle
momento es de interés, las ecuaciones trigonométricas, por tal razén se espera que una de las
Caracteristicas de esta igualdad es que al menos se tenga un término trigonométrico con una incognita
{@ngulo desconocido). Estas ecuaciones pueden satisfacerse para algun o algunos valores de |a variable
0 quiza no se satisfaga para ningan valor de la variable. Los valores que satisfacen la ecuacion se llaman
soluciones y al conjunto de soluciones se le llama conjunto solucién de la ecuacién (C. S). Si ésta no
tiene valores que satisfacen la ecuacion, se dice que no hay solucicnes, o que el conjunto solucién para
esta, es vacio. Estos valores o soluciones pueden darse en radianes o en grados.

Para resolver ecuaciones trigonométricas, se deben recordar elementos del algebra como: la
factorizacion, simplificacién de expresiones algebraicas racionales, asi como también ia
aplicacion adecuada de las identidades trigonométricas enunciadas anteriormente. Para su
facilidad, se debe considerar una razén trigonométrica en particular como una "variabie® y resolver para
esta,

Son algunos ejemplos de ecuaciones trigonométricas:
a)sena=cosa b)2send=1 c)tan’p -3=0 d)2tanx—cotx—1=0 entre otras.

Véase como encontrar el conjunto solucion de ecuaciones trigonométricas:

Ejemplo 1 | Encontrar las soluciones generales para cada ecuacion.

a)2senB+1=0 b)tan’ g -3=0 c)cos (a~ =) =~1
4
djcosaseca =1 e)sen(2o+§)=-§ f)2sen’B-cosB-1=0
g)(2cosp - 1)(senu++2) =0 h) cos usen s = sen u i) sen 3x cos 2x — cos 2x = 0
tanx + tan2y
— = ? =

”‘l—tanxtaan V3 k)seng=1+cos ¢ l)sen28 +cosB=0
m)tang--senx=0 n)tan B +secp =43 o)sen’§-+cosx=1

- _ 2
p) cos x cos 3x —sen x sen 3x =0 q)cos.rsen?.wsenxcos."x-T

Solucién:
a) 2sen0+1=0

Para resolver ecuaciones trigonométricas, es necesario recordar algunos elementos tales como:
ubicar el cuadrante donde la razén ingonométrica sea positiva ¢ negativa, dependiendo de la condicion
que se dé, recordar las razones trigonométricas para los angulos especiales (30°, 45°, 60° los
cuadrantales y los multiplos de eéstos), aplicar todas ias identidades enunciadas antenormente, factorizar,
determinar angulos de referencia, entre otros.
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Véase:
2sen0+1=0 ecuacion dada.
sen = -1 despejando para el término trigonométrico; recordando que el seno es negativo en el
2 tercer y cuarto cuadrante y que sen -} = -;- (angulo de referencia).
4y
i Ny En la fig. 1, se muestra donde el seno es negativo y se representan los
x4F0 1x angulos de referencia en ambos cuadrantes que corresponden a 30° 6
2 g x
sen8<0 | senp<0 6
Uyn
fig .1
Noétese gue:
(41 11x
= S 6 0= e determinando el valor de 0 (0 = x +—;— y 06=2n~ —;‘- ) ver fig. 1.
o ST _ 1 1 gosmy s : o In
0= —6_ +2kn 6 0= T + 2kn keZ Elsenf = -~ para infinitos angulos coteminales; es decir, st 6 = S
y se repite cada 24xn con k €Z. Lo mismo ocurre cuando § = Uz .
6
Tr+12kn 11n +12kn
0 ——m— 6 05— simplificando.
6 6
Tn+12kn 1in + 12k
C.S= { 5 n, x 6 = con kelZ } indicando las soluciones generales de la ecuacion en radianes.

Observacion: Si se pidiera el conjunto solucién en un intervalo especifico, lo conveniente es encontrar
las soluciones generales y luego asignarle valores a &, de tal manera que el angulo encontrado, satisfaga
la ecuacion en dicho intervalo.

Para el caso si en el inciso a) se pide el conjunto solucién en el [0,4x], se debe asignar

a k los valores de 0 y 1 y sustituir cada uno de ellos, en la ecuacién que determina las
Tn + 12kn 60 = 1M +12&n

soluciones generales antes encontrados para 6 (9 - 5

)y se concluye que el

7n 11x 19=n 23n}
6" 6" 8> B-I

c- s.= {—'. '

Si para ésta misma se piden las soluciones en el [-2r,2x], se debe asignar a k¥ los valores de
-1 y 0 y sustituir cada uno de ellos, de forma similar que el caso anterior concluyendo que el

cs={_."_-.5."..7_".m}
. O. . - e

Nota: No siempre los valores asignados a & son ios mismos, se debe probar con valores
cercanos a cero, tomar positivos y negativos y probar en el intervalo que se piden, si
satisface la igualdad.
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b)tan’p -3=0 ecuacion dada.
tan’p =3 despejando para el témino trigonométrico (tan’ p)
tanp=+43 despejando para tan f.
lly wops0
g
X' 1 X
- ~
tanfi>0 l
yl
fig 2 fig .3
tan =43 la tangente es posttiva tanp=-43 Ia tangente es negativa

Noétese que el angulo de referencia es -;- » ademas recuérdese que el valor de la tangente se repite cada
= radian 6 cada 180°, Luego

si tanp =43 y tanp =— 3

= -':-; +kx y g = %’5 + k= determinando las scluciones generales.
B= x +33Im y B = 2n ; Jkx sirpificando.
C.8= { = +33kg' 2x ;31:1! con ke Z} indicando las soluciones generales,
c) cos (a - -:- )= ecuacion dada.
a-% =K vabrdel&'gwodondeeloosonodeéuecs-tRecuerdesequecosx--t
o —-2 =x+ 2kn indicando las soluciones generales. No olvide que el periodo para el cos es 2x.
a= 1:-+x+21m despejando para .
a= 51t+48kx simplificando
C.S= {Sx_:!u_n con ke Z} indicande las soluciones generales
d) cosaseco=1 ecuacién dada
OOSQ(C“a)=1 aplicando identidad seca=a'-'f:.
:::: =1 efectuando el preducto.
1i=1 shnplmmndo.Obs‘msoqueisuuunaldenudadyquoosv«dadoram
cualquier valor de o excepto donde ef cos a =0,
x€R~- {x - -’2-‘- + k=, Ixel} todos los numeros reales menos los valores donde e coseno es cero.

C.S=R-~ { = +22h con ke Z} indicando fas soluciones generales,
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N

e) sen (20 +§ )= &3 ecuacion dada.

Recuérdese que el seno es negativo en el tercer y cuarto cuadrante y

que el angulo de referencia es% .

tomando el valor para cada dngulo donde el seno es igual a —% :

294».5:

% +2kn O 20 +§ = % + 2kn tomando las soluciones generales.

20 = E;- - -;-;» +2kn 6 20= 773 - §+ 2kn transponiendo téminos.

0= M 6 0= M simplificando.
24 24
C.S= {111‘ ;424’“[. L ;:“m con keZ } indicando las soluciones generales.

Encontrando el conjunto solucién de la ecuacion del inciso e), en el intervalo de[-2x,3x]

Retomando las soluciones generales obtenidas y asignandoles a k los valores de -2,-1,0,1y

2, ademas sustituyendo los valores especificados para k en la misma, se obtiene que el
c.s_={ 37n 3t 13z 7z 65n S59x 4t 35m 17x m}
247 247 24° 24" 24’ 24" 24 24 24 ' 24

f 2sen’ B-cosBp~1=0 ecuacion dada. Nétese que hay tres témminos con dos razones trigonométricas distintas.
2(1 - cos? B)~cosB—1=0 aplicando identidad sen’ B + cos® § = 1, para tener una sola razén trigonométrica.
2~2cos’B-cosB—1=0 efectuandoel producto.
2 cos’ B+cosBp-1=0 . simplificando. Nétese que se obtuvo un trinomio de forma cuadratico.
(2cosB—1) (cosp+1)=0 factorizando (tanteo)
2cos B~1=0 6 cos P + 1= 0 igualando cada factor con 0.

Cos P = —,} 6 cosB=-1  despejando.

bV cosf>0 p Y
3
4 L. — - /\ -
X 1 x X 60" X
\ |5
Jy' vy cosf>0
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Para el primer factor, recordando que el coseno es positivo en el primer y cuarto cuadrante y que si
cosB = -;— se tiene que el angulo de referencia es % Luego, se tiene que p = % 6 B= %"-

Para el segundo factor, ya que cos B=-1setieneque B== yen general, B =mn + 24w

Generalizando las soluciones se tiene que:B=mn+2kn, B= -;5- +2kn y B= % + 2kn.
T +6kn S5n + 6kn
3 7 3
Observacion: cuando se tiene el producto de dos factores igualados a 0, NO debe pasar a dividir uno de

ellos, ya que se pierden soluciones y el conjunto solucion no seria el correcto.

En conclusién C. S = { M+ 2kn con keZ } indicando las soluciones generales

g) (2cos [T 1)(senu+ w/i ) =0 ecuacion dada. Notese que la expresion ya esta faclorizada,
2c0s u-1=0 6 senp+ 42 =0 igualando cada factor con 0.
cosp= ;:- 6 senu=- 42 despejando cada término trigonométrico,

Recuérdese que el coseno es positivo en el primer y cuarto cuadrante y el angulo de referencia es

w o= g Esto implica que p = g 0 p = -53—“ Tomando ias soluciones generales, se tiene que

p= -’354- 2kt O p = -f;—" +2kn. Véase las siguientes graficas.

4 cospu>0 p .V
2
3

+ & > - /‘\1 >
x 1 X X S\ 60° X
¥
ly' er'coux >0

fig.7 fig .8

En el segundo factor se tiene que sen p = - 2 , lo cual no es posible ya que -1 < sen p < 1. En este
caso se dice que existe una solucion extrafia Y que para el factor sen p = 42, no hay soluciones. Luego:

C.8= { X16k% Ox +Gkx con ke Z} indicando las soluciones generales

3 7 3
h) cos usen p=sen p ecuacion dada.
cospsenp—-senp=0 comparando con cero.
senpu(cospu-1)=0 factorizando.
senp=0 6 cosu-1=0 comparando cada factor con cero,
senp =0 6 cosp =1 despejando para cada témino.

Nuevamente se dice que el seno es iguala0,sip=n 6 p =21 Y queelcosenoesiguala1si n=0
6 p =2n Generalizando; el seno es igual a 0, cuando el angulo es igual a =, y el coseno es igual a
1 cuando el angulo.es igual a 2kx, con k e Z.

Luego C.S = {i=, con ke Z } indicando las soluciones generales.



a9

oy AN UMLIWITYLAD ENNIOWINVIVIE T INVILAOD
i) sen 3xcos 2x -cos 2x =0 ecuacion dada.
cos2x(sen3x-1)=0 facterizando (factor comun).
cos2x=0 6 sen3x-1=0 comparando cada factor con cero.
cos2x=0 6 sen3x =1 despejando para cada término.

=, : . : 3
El coseno es igual a 0 cuando el angulo es igual a % y cuando el angulo es igual a -—2—"- y el seno es
igual a 1 cuando el angulo es igual a % unicamente. Observando que el argumento del factor coseno, es

2x y el del término seno es 3x, luego generalizando se obtiene que si:

cos2x=0 6 sen3x =1

entonces 2x =% +hkn 06 3x = %4‘ 2kn generalizando para cada término trigonométrico.

I S A W simplificando.
= % +2k% 0 x= x4 4 despejando para x.
4 6
C.S= {t +42Im 2 X +64’m , con keZ } indicando las soluciones generales.

., tanx +tan2x
=—3 ion dada.
[} e 3 ecuacion da
e dent fana s tanp
tan(x + 2x) = 0 . aplicando la identidad tan (o + B) = e
tan3x = - «/5 simplificando.

Nuevamente se tiene que la tangente de un angulo es negativa en el segundo y cuarto cuadrante. Y
como el angulo de referencia, segun o indicado anteriormente es -;-‘- los angulos buscados son 3;- y

53—", en donde el periodo de ésta, es =.
24
- tan 3x = —zﬁ retomando
Vs 3x= —;- + kn generalizando (el periodo es n)
x 3x = 3%-:"‘—“ simplificando.
X= 2“93“ despejando para x,

, con ke lZ } indicando las soluciones generales.
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k) seng=1+cos ¢
(sen @)® = (1 + cos g)?

sen’q = 1+ 2cos ¢ + cos’ ¢

1-cos’p =1+ 2cos ¢ + cos? o

0 = 2cos ¢ + 2cos® ¢
cosq;+cosch =0
coso(1+cosg)=0
cos9=0 6 cos¢=-1

3n

=F = — =
tp-zé(p T 9=

Comprobacién

Si (p=?'

3 ? 3n
sen — =1 +¢cos —
2 2

?
-1 =1+0

-1 #1

Sig=n
?
senn =1+cosn

?
0=1+(-1)
0=0

ecuacion dada.

elevando al cuadrado. Aqui, debido a esta operacion, se podria obtener
soluciones extrafas, por tal razén se debe comprobar cada valor
obtenido en la ecuacién original.

desarrollando el binomio.

aplicando identidad sen’ ¢ + cos® ¢ = 1, en el miembro izquierdo.
simplificando.

aplicando simetria y simplificando.-

factorizando (factor comuin).

despejando para cada término trigonométrico.

indicando los valores donde el coseno es 0 6 -1. De estos valores obtenidos,
se debe probar cada uno en {a ecuacién original para ver si la satisface y
luego generalizar.

asignando el valor de % ae.

determinando el valor de sen % y cos % :

que es verdadero y por tanto % es una solucién.

asignando el valor de % 2o

determinando el valor de sen 32—’Il y cos % X

no satisface la ecuacién y por tanto l_:- no es una solucién.

asignando el valorde = a ¢.

determinando el valor de sen x y cos «.
que es verdadero y por tanto x es una solucién.

Ahora que se ha verificado cada uno de los valores determinados para o, y generalizando los que

satisfacen la ecuacion se tiene:

n
= —+k
? R

O=m+2kn=(2k+1)n

soluciones generales, ya que el cosena se hacer cero en cada Ax.

soluciones generales, ya que el coseno es —1 y se repite cada 2x.

Luego C.S= { ¥ +22k’t, n+2kn, con ke Z } indicando las soluciones generales.
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) sen2B+cospB=0
2senfcosB+cosB=0
- cosPB(2senBp+1)=0

cosp=0 o6 senp =—%

'y

ecuacion dada.
aplicando identidad sen 28 = 2sen 8 cos 8.
factorizando.

despejando para cada término trigonomeétrico.

Recordando que el coseno es 0 cuando el angulo es igual a

X 4kn
2

Ahora, si sen B = —%, el angulo de referencia es %, luego los

2 v g !

m)taniz‘- —-senx=0

1-cos x
sen x

-senx=0

1-cos x-sen’x
senx

=0

1-cos x-sen’x =0 (sen x)
1-cosx—(1-cos’x)=0
cos’x-cosx =0
cosx(cosx—-1)=0
cosx=0 6 cosx=1

n+2kn Tr+12kn 11n + 12kn "

angulos buscados son: % y ? que generalizando se dice que
sisen =—%. = 16’5 +2kn 0 B= % + 2kn . En conclusion
s on kelZ } indicando las soluciones generales.

ecuacion dada.

s 1-cosx

aplicando la identidad tan <
2 sen x

efectuando la suma.

‘
multiplicando por sen x, en ambos lados de la igualdad.

aplicando identidad sen” ® + cos” 0 = 1 y efectuando el producto.
simplificando.

factorizando.

comparando cada factor con cero.

El coseno es igual a 0, cuando x = % + kn y el coseno es igual a 1, cuando x = 0 y cuando x = 2n

0 en general, cuando x toma los valores de 2k=, con k € Z.

Enconclusién C.S= {” +:k". 2kn, con ke Z}

®) tanp +secp=43
(tan p + secp)?= (45’
tan’ B + 2tan B sec P + sec’p = 3

sen’s+2sena[ 1 ] 1
cos’p cosp |cosB

cos?p

senzp+2senﬂ+ .
cos’f cos’p  cos’p
sen23+23enﬂ+1=
"~ cos?p

3

ecuacion dada.
elevando al cuadrado ambos lados de la ecuacion.

desarroliando el binomio.

expresando en términos de seno y coseno.

simplificando.

efectuando la suma.
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sen’ B + 2sen B + 1 = 3cos? B
sen’ B + 2sen B + 1 = 3(1 ~ sen? B)
4sen’B + 2sen B -2 =0
2sen’B+senB-1=0
(Zsenﬂ-1)(sen[3+1)=0

multiplicando por cos® B ambos lados de la igualdad.
aplicando identidad sen’ § + cos?f = 1.

efectuando el producto, simplificando y aplicando simetria.
dividiendo por 2 ambos lados de Ia igualdad.

factorizando.

1
sen = > 0 senB = —1 despejando para cada témino trigonométrico.

4y .
senf>0( senp>0 Si sen B =%, se tiene que el angulo de referencia es %. luego los
2
l&ﬁ angulos buscados son g y 56—“ ya que el seno es positivo en el primer y
x -J; "y X 3 ;
segundo cuadrante. Ademas sen B=-1,sip= —;-t-. No olvidar que en
este caso se debe verificar cada solucién encontrada ya que se ha
. \ig elevado al cuadrado y podria haber soluciones extrafias.
g.1
Comprobacién
Sip=2
B 6
o n ? . . - —
tan Y + sec g 3 _ asignando a B el valor de s ©n la ecuacion original.
?
1—? + ZTJS =3 determinando el va!ordetan-;— y sec -g—.
33—45 =43 que es verdadero, por tanto % es solucién.
S5n
Sig=>_
P 6

g)'

+

®

o
aslg'
Il -
x|

asignando a B el valor de %5- en la ecuacion original .

3 2 L
§ + (— —3‘@] = -ﬁ determinando el valor de tan—‘r":;l y sec %.
343
-Tf # 3 que es falso, luego % no es solucion de la ecuacion,
3r
Sig=>2
2
i ﬂ PP ﬂ : 5 asignando a B el valor de %"- en la ecuacion original, Note que tan -?'zi y
2 2 '

sec 3n
2

no estan definidas, luego

indicando las soluciones generales,

-921‘- no es solucién de la ecuacion.
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o) sen’% +cosx=1 ecuacion dada.

1- i 4=

__czo_ﬁ +cosx=1 tomando la identidad sen% =% J—?-B é sen’% =—52°3-'£
1-cos
-—czo—x =1-cosx transponiendo téminos.

1-cosx=2(1-cosx) multiplicando por 2 ambos lados de la iqualdad.

cosx=1 Simplificando y despejando para el témino trigonométrico.
xX=2x valor para el cual el coseno es igual a 1.

Generalizando se tiene X=2r+2kn y

C.S = {2n, con ke z) indicando las soluciones generales.

P) cosxcos 3x-senxsen3x=0 ecuacion dada.
cos(x+3x)=0 aplicando la identidad cos (o + B) = cos « cos § ~sen a sen .
cosdx=0 simplificando.
4x = % + kn el coseno se hace cero en % y se repite cada .
2 .
4x = .’L‘Z,‘I efectuando la suma.
X= l”'_:{‘_“_ despejando para x.
k
C.8= {1: +82 T con ke Z} soluciones generales.
; | -
q) cos x sen 2x + sen x cos 2x = % ecuacién dada.
sen (x + 2x) = JTE- aplicando identidad sen (a + B) = sen a cos p + cos a sen B
SNEFOR M8 gon Gy g simplificando.
1 1 3x=Z+2%n 6 3x= LU 2kn con auxilio del &ngulo de referencia.
o/ _ 4 4
¥ - A
3x = 1482 6 3x= 3“;8'“‘ efectuando las sumas.
] w 0 x= M despejando para x.
by 12 12
fig .12

n +8kn 3n +8kn
12 V' 12

C.S= { con ke Z} soluciones generales. .

Para todas las ecuaciones dadas anteriormente, las soluciones son valores exactos, pero se
pueden dar situaciones donde no se obtengan estos valores exactos. Si fuese este el caso, para
determinar el conjunto solucién se daran soluciones aproximadas, y para ellp es necesario hacer uso de
una calculadora cientifica. Enseguida se dan las instrucciones para el uso de la calculadora.
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Instrucciones para el uso de la calculadora

las razones csc, sec y cot se obtienen utilizando las identidades reciprocas y luego con el auxilio de |a
tecla reciproca que en Ia calculadora la muestra x~ ! o también pudiese aparecer como 1/x. Es muy
importante asegurarse del “modo” en el que encuentra su calculadora: grado o radianes. . Se debe
observar si el angulo al cual se le determinara la razén trigonométrica, esta dado en grados o en
radianes. En la calculadora, en la parte superior de la pantalla muestra una D 6 Deg para indicarle que la
medida del angulo lo considerara en grados, o mostrara en la misma posicion que la anterior, una R &
Rad, para indicar que el angulo esta medido en radianes,

grados 6 2 si desea trabajar en radianes.

No olvide hacer el cambio cada vez que lo necesite (su calculadora debe permanecer en
grados, salvo que se desee trabajar en radianes se debe hacer el cambio, pero al terminar debe
volver al modo de grados).

Véase algunos ejemplos:

Si se necesita determinar el valor de sen 30°, primero hay que asegurarse que la calculadora
esté en el modo de grados, luego presionar la tecla sin, luego 30 y por uitimo la tecla ‘=", obteniendo el
resultado de 0.5 que es un vaior exacto. Notese que no es necesario escribir 30°, ya que la calculadora
esta en el modo de grado. Si ahora se desea calcular cos 45°, se presiona la tecla cos, luego 45 y luego

la tecla “=", obteniendo el valor aproximado de 0.707106781, que es una aproximacion de g (valor

exacto de cos 45°).

‘Determlnando ahora el valor de cot 40°

La calculadora no cuenta con esta tecla, pero se sabe que la cotangente es la reciproca de la
tangente, por tal razén se utiliza |a tecla tan y la tecla que muestra x .
Calculando el valor de cot 40°: primero presionar la tecla tan, seguido de 40 para obtener un resuitado
aproximado de 0.839099631, sin borrar de la pantalla este resultado, presionar la tecla x~! seguido de la
tecla “=" obteniendo el valor aproximado de 1.19175353593. La aproximacion de un valor determinado,

Trabajando en radianes: cambiar la calculadora al modo radianes y determinar el valor de sen%.

Primero hay que asegurarse de haber cambiado |a calculadora al modo de radianes, luego presionar la
tecla sin, ahora escriba % (utilizar paréntesis o la tecla de fraccion si la calculadora lo permite)

seguidamente la tecla “=" obteniendo asi el valor exacto de 1, que és el valor esperado.
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Calculando el valor de cos 2

: Con la calculadora en el modo de radianes, presionar la tecla cos, luego presionar la tecla 2 y por
dltimo la tecla "=" obteniendo el valor aproximado de —0.416146836. Obsérvese que este valor es
negativo, porque un angulo de 2 radianes, esta en el segundo cuadrante.

Calculando el valor de csc 3

Con la calculadora en el modo de radianes, presionar la tecla sin; ya que la cosecante es la
‘reciproca del seno, luego presionar la tecla 3, luego la tecla “=", obteniendo el valor aproximado de
0.141120008, ahora presionar la tecla x™" seguido de la tecla "=", obteniendo el valor aproximado de
7.086167396, que es el valor aproximado de csc 3.

iNO OLVIDAR CAMBIAR SU CALCULADORA AL MODO DE GRADO CADA VEZ QUE SE HAYA TRABAJADO EN EL MODO
DE RADIANES!

Ejemplo 2 | Encontrar las soluciones generales para cada ecuacién en grados y en radianes
aproximando a dos cifras decimales.

a)3sen’B-5senB-2=0 b)2tan’x-Stanx—3=0 c)sec’x—5secx-6=0
Solucion:

a) 3sen’p-5senp-2=0 ecuacion dada.

(3senB+1)(senB-2)=0 factorizando.

senp = --g- 0 senf = 2 despejando para cada término trigonométrico.

La expresion .%2, se descarta, ya que el seno de un angulo no puede ser mayor que uno
(compruébels con su calculadora).

Ahora, si sen B = -%, implica que el angulo buscado esta en el tercer o cuarto cuadrante, ademas el

valor al cual esta igualado sen B, no es un valor especial, lo que implica que se debe recurrir a una
calculadora cientifica para aproximar el angulo de referencia y luego indicar las soluciones generales, las
cuales también seran aproximadas.

Determinando el angulo de referencia de la siguiente manera:

Con la calculadora y en el modo de grado, utilizar la funcion sin™, la cual se encuentra en la misma tecla
de sin, solo que en la segunda funcién y que en la calculadora aparece en el extremo superior izquierdo.
Para cambiar a la segunda funcién se debe usar la tecla SHIFT (que significa alternar).

Luego si sen B’ = %— (B’ es el angulo de referencia de B), entonces p’ = sen"(%) y B’ = 19.47°,

éste es el angulo de referencia, mismo que servira para encontrar los angulos buscados, para luego
encontrar las soluciones generales.
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4y Observando la fig.13, se tiene que uno de los angulos buscados est en
el tercer cuadrante, que el angulo de referencia para éste es B’ & 19.47°,
luego el valor aproximado de uno de ellos es 180° + 19.47° = 199.47° y

B 27 generalizando las soluciones se obtiene que B = 199.47° + 360°, para
A 4% k entero.
3 3
senf<0 | senp<o El otro angulo, es B % 360°-19.47° ¢ B ® 340.53° ya que éste esta en

J el cuarto cuadrante y las soluciones generales para este nuevo valor es

2 1y3 P & 340.53° + 360°, para k entero.
g .

Luego C.S = {199.47°+ 360°k, 340.53° + 360°k, con ke Z }  indicando las soluciones generales,

Encontrando las soluciones en radianes

Primero cambiar la calculadora al modo de radianes y retomando sen g’ = % entonces p' = sen”(%)

y B’ =~ 0.34, éste es el angulo de referencia dado en radianes, mismo que servira para encontrar los
angulos buscados, para luego encontrar las soluciones generales.

Observando la fig.13, se tiene que uno de los angulos buscados, ests en el tercer cuadrante, que el
angulo de referencia es B’ = 0.34, luego el valor aproximado de uno de ellos es x + 0.34 y las solucién
general, en este cuadrante es BRa+034+2%nr , Ppara k entero. '

El otro anguio, es B®2r-034, ya que éste esta en el cuarto cuadrante y las soluciones generales para
este nuevo valores B = 2r - 0.34 + 2km, para k entero,

luego C.S = { ®+0.34 +24n, 2r-0.34 + 2km, con ke Z} indicando fas soluciones generales.

CAMBIE SU CALCULADORA AL MODO DE GRADO, DESPUES DE TRABAJAR EN RADIANES

b) 2tan” x - 5tan x - 3=0 ecuacién dada.
(2tan x + 1) (tan x - 3)=0 factorizando,
tanx = —% 6 tanx=3 despejando para cada término.
X' =tan™ [ %J B = tan'1(3) determinando los angulos de referencia (angulo agudo y positivo).
X'®26.57° 6 X’ m7157° aproximando los angulos de referencia.

x % 180°- 26, 57° & 153 43° 6 x = 71.57° Notese que en el primer factor, latangente es negativa por lo que
i €l angulo esta en el segundo cuadrante y para el segundo factor la
tangente es positiva por lo que el angulo esta en el primer cuadrante y
éste coincide con el angule de referencia.
Las soluciones generales son: x = 153.43° + 180% 6 x = 71.57° + 180°, para k entero.

Recuérdese que el periodo de la tangente es 180°.

Luego C.S = { 153.43° + 180°%, 71.57° + 180°%, con keZ}  indicando las soluciones generales.
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Dando las soluciones en radianes
Cambiar la calculadora al modo de radianes

Si tanx= —% 0 tanx =3 despejando para cada término.
x'= tan—1 (%) 6 x'= tan"'(S) determinando los &ngulos de referencia.
X'®0.46 6 X’ 125 aproximando los angulos de referencia
xRn—-046 6 x® 125 determinando los angulos.

Las soluciones generales son: x ® 1 — 046 + kn 6 x % 1.25 + kn, para k entero. Recuérdese que el
periodo de la tangente es =.

Luego C. S ® { n-0.46 +kn, 1.25 + kx, con ke z} indicando las soluciones generales.
CAMBIE SU CALCULADORA AL MODO DE GRADO

c)sec’x —5secx-6=0 ecuacion dada.
(secx+ 1)(secx~6)=0 factorizando.
secx=-1 6 secx=6 despejando para cada término. Nétese que el primer término esta igualado

con un valor especial, por tal razén se puede encontrar valores exactos
como solucién.

Sisec x = -1, entonces x = 180° valor para el cual la secante es iguala - 1.

Sisecx = 8, entonces cos x = 1 aplicando las identidades reciprocas. Recuérdese que el coseno es positivo
en el primer y cuarto cuadrante y que el periodo es 360° 6 27.

Luego

x=180° 6 x'=8041° determinado el dngulo de referencia para el segundo término dado que

el primero es un éngulo cuadrantal,

Del primer factor se tiene que un grupo de soluciones es 180° + 360%.
Para el segundo factor, un &ngulo aproximado es 80.41° y el otro es
279.59° (360° ~ 80.41°) y las soluciones generales son: 80.41°+ 360°% y
la otra es 279.59° + 360°k, para k entero.

C.S = { 180°+360°k, 80.41°+360°k, 279.59°+360°, con ke z}
indicando las soluciones generales.

fig .14

Dando las soluciones en radianes
Cambiar la calculadora al modo de radianes

Si secx=-1 6 secx=6 retomando los factores. _

c 1
Si sec x = 6, entonces cos x = = aplicando las identidades reciprocas
x=n 6 x'=140 determinado el angulo de referencia para el segundo término en radianes.
x=n 0 x®140 60 x= 2n-1.40 determinando los angulos en radianes.
X=n+2kn 0 x®140+2kn 6 x= 2n-1.40+ 2kn determinando las soluciones generales.
Luego C. S ® {n+2kx,1.40+2kn, 22-1.40+2kx, con ke z) indicando las solucionss generales.

CAMBIE SU CALCULADORA AL MODO DE GRADO .
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Ejercicios 3.4

Determinar el conjunto solucién para cada ecuacion en el [0°, 360°] y en [0, 2n] (en grado y en radianes).

1. 2cos B =1 2. 2senf -1 =0 3. f2senp+1=0 4. 2cos 9~ 3 =0

5. tan’0 -3=0 6. sec% +2=0 7. sen{zx_la‘-J =1 8. 2005(3x+%) +1=0
Determinar las soluciones generales para cada ecuacion.

9.cosp=cotp 10. cos2x=%sen2x 11.2sen’B-sen2p =0 12.2sen’p +3cos B =0
13.tan2B=2c0sp 14.00820 ~2sen?0=0 15.c0520 + cos0=0 16, 4sen’p —4sen B +1=0
17. csc B +cot B = 1 18.senx + 1=cos x 19.tanx—1=secx 20. 2ms’§—3cos%+1=0

21. tan 2x =2sen 2x 22.sen4x = %sen 8x 23.sec’x+tanx=1 24. f3senx=cosx

25.sen’x—1= cos’x  26.4cos’B—3=0 27.2sen’ x+3senx=—1 28.2cscp+senp+3=0
29. cot’x +cscx =1 30.2sen3pcos3p=0  31. tan 2x = 3tan x 32.cos’B+2senB+2=0
33. sen’4x = sen 4x 34. cos 8x = sen 4x 35. sen 10x+sen5x=0 36. sen% +cosd=1

37. sen? -§=23enx 38. 4200s’§ =2cos’x  39.tan®x-9tanx=0  40. sec 2x = cos 2x
41.secx-cos x=tanx 42.tan§ =1-cosx 43.senx+ sen3x=0 44. Zcoszﬂ+sen2B=0

45.4c08 2x +4sen’x=3 46.Cos2u+ Cos4u=0 47, csc?x = cotx + 1 48.cos 2x +3cosx+2 =0
49.J§senx+cosx=1 50. 3 - sen 2u = cos 4 St.tan2pu+2senpu=0 52.tan2p+2cospu=0

53.secX +2=0 54.tan= +1=0 55.sen’= +1=2sen £ 56.4sen> cosX =1
2 2 2 2 - 2 -
X

2tan —

Lo L L R - R
1 + tan 4xtan 2x 1—tan? % 3 sec3x 2 cot-zx-

61.tan°x—-4tan°x+3tanx=0 ' 62.2senBcosP +senB—-2cosB—-1=0
63. cot’ x— cot’ x-3cotx +3=0 64. 2cos 3x cos x + 2sen xsen 3x = V2
65. 2sen x cos 2x + 2cos x sen Zx—ﬁ =0 66. 5sen 6x cos 2x — 5cos Bxsen 2x =0

Encontrar las soluciones generales, si existen, en cada ecuacién aproximando la respuesta a dos decimales. Indique
su respuesta en grados y radianes.

67.cos B = % 68. (3senx+ 1) (3senx+2)=0  69.5sen’p—1=0
70.tan’ B —2tan -8 = 0 7. coffx-5=0 72.12sen’ B - 15sen -4 =0
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EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO Il

Verificar cada identidad indicada.

2
1.una=£.“_ 2.senu=—1— 3.1-Zsenzx=1——t£"—:-
+ tan’a -/1+cot2a T+tan"x
: _2___ R 5. senxy + Cosx _secx+cscx 6. M —senp tanp
cotx + tan x senx- cosSx Secx-Ccscx cotf + cscP

8 1+sen2f 1+tanp
" cos28  1-tanp

7.1 +tan’ x=sec’ x cosx

S.tanp +cotB=secfBcscp

10.2tany+ 1= Sosy LIy 11.csc2a = j&«tcoﬂa 12. cog?d _ 1+ 80c8
cos y 1+ cos2a 2 2secd
13.senacos’a+cos'a=1- 12 14.tana +tan B = tan a tan B (cota + cot B )
cscla
X 3 + . - 2sec?x 16. 1 + 2sen x cos x = sen x cos x (1 + cot x)(1 + tan x)
1+senx 1-senx

Determinar el valor exacto para cada inciso.

17.cot 165°  18.1an 112.5° 19. cot% 20. cos 112.5°
21.sen345°  22.tan 2% 23. cos{ -l‘l] 24. sec 105°
12 \ 22
L e 7 X s 5
25.tan3. sitanx= e y senx>0 26. oos;. sisenx= . y tanx<0
X ox 3 3n i 3 =
. COS— == <x<— . ; == y =<3
27 oosz, si cot x > y x<x 2 28. tan 2x, sisenx 5 y = x<m
29.sen (x—~y), sisenx= -:—, x esta en el primer cuadrante; cos y=—% e y esta en el segundo cuadrante.
30.1an (x+y), sitanx= %.0<x< %: sec,v=—% y -:-<y <z.
31. Sisen -:3 = @ y COS % = JE%_’E , determine:
17z n 2n x X n " 3n
a)tana b) sen-sE c) sen—s- d) cosﬁ e) cos(—s-:] f)tan; g) sec?
Expresar en términos de coseno con exponente igual a 1.
32) cos® (x + y) 33.sen” & 34.sen’a + cos'a ¢ ya®
4 csct8
2
Determinar las soluciones generales para cada una de las siguientes ecuaciones.
36.3 + 3cos x =2sen’ x 37.2cosa=cota 38.csca=seca
39.2cosptanB—1=0 40. 4cos” 0 + 4cos 0= 3 7 P WAL
cos‘xy 3 -3senx
42. 3c0s’0 =3 —sen’0 43.tan’0+3= 2sec’0 44. csc’®0 =2cot’ 0
“.sena+%sen2a=0 46.0082cp=0052(p 47.tan p=sen 2u
48. 2sen®% = 1 . a9, 2tan3x _, 50.2sen’ 20 - csc?20+1=0
2 1- tan“3x EL
51.2008236—1=£ 52. tan3x+tan.t=_1 53. tan3x—tanx=_5
2 1-tan3xtanx 1+ tan3xtanx
84, cos® 0 —sen@ = 55, 1-cos2x 56, Sendx _3
2 sen 2x 1¢cosd4x 3
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CAPITULO IV APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA

4.1 RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS Y APLICACIONES

En este capitulo se habla de la resolucion de triangulos, iniciando con los
triangulos rectangulos y luego generalizando a los triangulos oblicuangulos. Se
entenderad por resolver un triangulo, determinar la medida de cada angulo
intemno, asi como la longitud de cada uno de los lados desconocidos. Se
convendra que en un tridngulo rectangulo, el lado con longitud a es el opuesto
al angulo «, el lado de longitud 4 es el opuesto al angulos B y el lado de longitud
fig .1 ¢ es la hipotenusa. Ver fig. 1.

En las instrucciones se dira que se encuentren las partes restantes de un triangulo dando
condiciones. Para poder encontrar estas partes sera necesario conocer: un lado y un angulo (LA) o

triangulo. También se recurrira 2 la propiedad de suma de angulos internos de un triangulo la cual
expresa que la suma de la medida de los angulos internos en un tridngulo es igual a 180° o a determinar
el complemento de un angulo. Asi mismo hay que auxiliarse de una calculadora cientifica para aproximar
algunos valores por determinar. Véase los siguientes ejemplos

Ejemplo 1 | Determinar las partes restantes en cada triangulo rectangulo si:

a) a =40°, p=15 b) B=19° ¢=8 c) a=14, ¢=18
d) B =54°, p=12 e) a=69°24" p=23 f) b= J23, a=11
Solucion: -

a)a =40° H=15
En este caso se conoce un lado y un angulo (a), B se determina por
complemento de angulos, lo que implica que B = 90° — a = 50°.
4 ¢ El vaior de « se determina aplicando la razén trigonomeétrica tangente (entre
- - otras), obteniendo que tan 40° = % 0 a =15 tan 40° de donde a = 12.59. Para
16 determinar el valor de ¢, se aplica la razén trigonométrica coseno (entre otras) y

15 _ 4e donde ¢= 1958,
cos 40°

se tiene que cos 40° = 18 6c=
c

Observacion: En este tipo de problemas, la mayoria de los valores por determinar seran valores
aproximados, por tal razoén se sugiere donde sea posible utilizar los datos dados para encontrar los
desconocidos y obtener una mejor precisién de los resultados requeridos. Se puede probar determinando

resuitado donde se necesite. Quiza se piense que una centésima sea insignificante, pero en cantidades
muy grande es significativo y no se diga en una medida angular cuando se tiene un radio considerable.
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b)p=19° ¢=8
Se conoce un lado y un angulo (B), a se determina por compiemento de angulos,
B lo que implica que o = 90° = = 71°,
a 4 El valor de a se determina aplicando la razén trigonométrica coseno para el
- . angulo B, o bien la razén seno para el angulo a. Si se opta por la primera, se
Cc
b

tiene que cos 19° = % 6 a = 8cos 19°, de donde a = 7.56.

El valor de b se encuentra aplicando la razén trigonomeétrica coseno para el angulo «, nétese que también
se pudo aplicar la razén seno para el angulo pB. Luego cos 71° = % 0 b=8cos71° dedonde b=26.

cja=14, ¢=18
Se conocen dos lados (un cateto y la hipotenusa), utilizando el Teorema de
B Pitagoras se determina la longitud del otro cateto, obteniendo:
1a|P U8 b= J132—142 = 842 . Notese que en este caso si es posible dar un valor
o exacto.
c b A

Para determinar la medida del angulo «, se utiliza la razén seno diciendo que

sen o = :1'% 6 a=sen™ (%) obteniendo que o = 51.06°.
El valor de B se determina por complemento de ahgulos y se obtiene: B = 90° - a ©
§=90°-51.06° &6 P =238.94°. Se debe confirmar que a + f§ = 90° ya que éstos son complementarios.

Obsérvese si se calcula el angulo B utilizando la razén trigonomeétrica tangente y aproximando el valor del
lado opuesto a 8. Es decir, tomando 4 =11.31.

tanp = 1!1%! 6 B=tan™ (%) obteniendo que B = 38.93° y en este caso a + f # 90°.

d) p =54°, b=12

Se conoce un lado y un angulo (B), o se determina por complemento, lo que

8 implica que o = 90° — B = 36°.
a . El valor de a se obtiene aplicando la razén trigonometrica tangente para el angulo
: & B, o bien la razén tangente para el angulo a. Si se opta por la primera, se tiene
c
12 quetan54°= 12 ¢ 4= 12_ de donde a=8.72.
a tan54°

El valor de ¢ se encuentra aplicando la razén trigonomeétrica coseno para el angulo «, ndtese que también
se pudo aplicar la razéon coseno para el angulo p o seno para a o el Teorema de Pitagoras, pero en
todos estos casos, se tomara el valor de a antes encontrado, y éste es un valor aproximado y puede

alejarse de la precision de! valor requerido. Tomando cos 36° = L 0 c= 12 de donde ¢= 14.83.

¢ co0s36°
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e) o =69°24", b=23
Se conoce un lado y un angulo (a), B se determina por complemento de angulos,

B lo que implica que B = 90° —a = 90° - 69°24' = 20°36°.
a El valor de a se determina aplicando la razon trigonomeétrica tangente,
ah A obteniendo que tan 69°24’ = ——= 0 a = 243 tan 69°24’ de donde a = 9.22.
23 2*/5

Para determinar el valor de ¢, se aplica la razon trigonométrica coseno y se tiene

3-{3- c= __3_[:3___ de donde ¢=9.85.
[

que cos 69°24' =
cos69°24'

Se conocen dos lados (dos catetos), por Pitagoras se determina el valor de la

2
. hipotenusa. Aplicando el Teorema de Pitagoras se tiene que ¢ = (Jz—s) s =
1 h
L]

,/23+ 121 = 12. El valor de a se determina aplicando la razén trigonométrica

J23 seno tal que sen o = —:-;- 6 o=sen" (-:—;-) concluyendo que o = 66.44° y

p= 23.56° a

La resolucién de triangulos tiene aplicaciones en varios campos tales como: ingenieria, fisica,
astronomfa y navegacion (aérea o maritima). Dependiendo del problema se hace un analisis para
encontrar la solucion del mismo. Algunos elementos importantes que facilitaran resolver estos
problemas se detallan a continuacion: es importante elaborar una figura de tal manera que permita
observar un triangulo que en este caso debe ser un triangulo rectangulo. A diferencia de
algunos problemas de navegacion, es necesario identificar una horizontal, la cual debe ser paralela al
plano que contiene el suelo, ubicar el observador, a partir del ojo del observador viendo al objeto se toma
la linea visual. Con la linea visual y la horizontal se forma el angulo ya sea de elevacion o de depresion
(ver fig. 2). Otra forma de diferenciar entre un angulo de elevacion o un anguio de depresion, es viendo
la posicién del objeto con respecto al observador. Si el objeto esta en una posicién donde el observador
tenga que inclinar la vista para buscar el objeto (el objeto estd en una posicion mas alto que el
observador, pero no directamente sobre él), se tiene un angulo de elevacion. Por el contrario si el
observador baja la vista para buscar €! objeto (pero no directamente abajo de él) se tiene un angulo de
depresion.

obje observador
@ Horizonta
b 4 N @ }Angulo de depresion
Linea visual” e N :
> \Linoa visual
7 ~ N3
observador .~ N Angulo de cién ot
D ‘
)
Horizontal ﬁ i

fig .2

Véase algunas aplicaciones sobre los mismos.
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Ejemplo 2 | Un agrimensor desea medir la anchura de un rio, para lo cual se auxilia de un aparato
que le permite medir el angulo desde un punto que ha de fijar. En un punto P de un lado
del rio coloca dicho aparato y toma como referencia un punto Q en el otro lado del rio.
Después de girar un angulo de 90° en P, camina 150 metros alejandose de P, hasta
llegar al punto R, toma un angulo a y determina que éste mide 25°. ;,Cual es la anchura
del rio?

Solucién:

La anchura del rio esta determinada por la longitud del segmento PQ.
Obsérvese el triangulo rectangulo QPR, donde el dato por encontrar es
el lado opuesto al angulo con medida 25°. Utilizando la razén tangente
se tiene que:

PQ

tan 25° = o aplicando la razén trigonométrica.
PQ = 150 tan 25° despejando para PQ.
PQ =69.95 determinando el valor de tan 25° y multiplicando.

Conclusién: La anchura del rio es aproximadamente de 69.95 metros. La exactitud dependera de la
precision de las medidas de 150 m y 25°, respectivamente. ]

Ejemplo 3 | Se desea construir una rampa que tenga 25 pies de longitud y que la altura de la misma
sea de 4 pies. /Cual debe ser el angulo de inclinacion de la rampa?

Solucién:
Elaborando una figura que muestra una cara de la rampa se indican los

25 pies datos. Lo que se pide es la medida del angulo de inclinacién (B).

4 pies i X & ;
¥ B Utilizando la razén trigonométrica seno se tiene que:

4pies

senp =
P 25pies

aplicando |2 razdn trigonometrica seno.

B =sen 5 (%) despejando para B.

B =9.21° encontrando el valor aproximado para p.

Conclusién: El angulo de elevacion de la rampa debe ser aproximadamente de 9.21°. n

Ejemplo 4 | Una antena esta ubicada en una de las esquinas de la azotea de un edificio de 110 pies
de altura. En un punto P situado en el mismo plano horizontal de la base del edificio, el
angulo de elevacion a la base de la antena es de 37°30" y el angulo de elevacion a la
parte superior de la antena es de 40°. Determinar la altura de la antena.

Solucion: R
,ﬂ < Después de elaborar un dibujo que represente la informacion, se
B observan dos triangulos rectangulos A PQR y A SQP. Notese
ooo) ‘\\\\ que con los datos dades no es posible determinar la altura de la
T e A antena de forma directa, ya que no se conoce las dos
D000 110 f\\ condiciones necesarias (AL, LL).
Cooo| db Ko
0oag Q d p
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De los triangulos PQS ¥ PRQ se puede tomar una de las razones trigonomeétricas:

tana = tan 37°30’ = —17:-9- Yy tanB= tan40°= "Z" - respectivamente.

De éstas titimas se tiene que:

110 110+ 4
7 RN S d= :
tan37°30' y tan40°
110 _ 110+ 4
tan37°30’ tan40°

Por propiedad transitiva se dice que

igualando los valores para o planteados.

0 110tan 40° = (110 + &) tan 37°30’ aplicando propiedades de proporciones,
110 tan 40° = 110 tan 37°3¢’ + h tan 37°30’ aplicando propiedad distributiva,
k tan 37°30’ = 110 tan 40° - 110 tan 37°30 despejando para el témino con variable.
i 110tan40° - 110tan37°30° despejando para 4.
tan37°30"
h=10.29 indicando el valor aproximado para 4.
Conclusién: La altura de la antena es aproximadamente de 10.29 pies. ]

Los problemas de aplicacién relacionados con |a navegacion (aérea o maritima), se analizan de
forma distinta 3 jos descritos anteriormente. Se le llama rumbo o direccién al angulo medido en grados y
en sentido de las manecillas de! reioj o se puede dar otra condicion la cual se describe posteriormente, Ej
angulo se considera positivo, atin cuando contradice que el angulo que se hace girar en sentido de las

manecillas del reloj es negativo. Se debe auxiliar de los puntos cardinaies y contando desde el norte,
hasta indicar Ia direccion o rumbo de Su desplazamiento; recuérdese que este angulo es positivo. Véase

en este tipo de problemas.

o Q
50° 4
160°
. T >~ S \ el \ ¢

Q

4 /

v, v, .
a) b) c)
Rumbo: 50° Rumbo: 160° Rumbo: 310°
fig. 3

Otros problemas de este tipo (navegacion, aviacion) o de agrimensura, muestran la direccion o
rumbo de un punto A (punto de partida) a un punto Q, siempre con auxilio de los puntos cardinales. Este
angulo ha de ser agudo y positivo el cual Se representa tomando la orientacion ya sea del norte hacia e}
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este o bien hacia el oeste, o también la orientacion del sur hacia el este o hacia el oeste. Si |a
direccién se indica del norte hacia el este, entonces se lee el rumbo norte-este o simplemente nor-este.
Para el caso si un objeto {avidn o barco) se desplaza con un rumbo de 50° del norte hacia el este, se
simboliza N 50° E. Asi mismo si el objeto se desplaza 30° del norte hacia el ceste se indica que el rumbo
es de N 30° O (es usual también N 30° W). De igual manera si un objeto se desplaza 20° del sur al este,
se lee que la direccién es S 20° E. Se puede tener el caso también si el objeto se desplaza 75°20" del
sur al oeste, indicando que la direccion o rumbo es de 8 75°20'0 6 S 75°20' W. No es posible leer las
relaciones este-norte, este-sur, oeste-norte u oeste-sur.

En la fig. 4 se indican algunos ejemplos de rumbo de algunos objetos. En la fig. 4 &) a la d), se
lee en el orden que antes se ha explicado, pero para ia fig. 4 e) y f) se nota que los angulos no estan
ubicados de tal manera que se puedan leer directamente, se debe tener cuidado de como estan estos
angulos trazados, para leerlos en forma correcta.

AW AN AN
Q
Q
s0* 65°
< > e = < >
[s) A E (o) A E 0 A E
40°25'
Q
v, J/s \f/s
Rumbo: N 50° E Rumbo: N 65° O Rumbo: S 40°25' E
a) b) c)
AN AN AN
Q
< 2 > —_— - & >
) E o A E o A 20 “g
60°10’
Q
v s J/ s vV g
Rumbo: S 60°10° O Rumbo: N 60° O ~ Rumbo:S70°E
d) e) f)
fig. 4

Un objeto también se puede mover directamente hacia el este, hacia el oeste, hacia el norte o
hacia el sur y éste se desplazara sobre el eje respectivo, segun se especifique.

Cuando se enuncian los problemas de aplicaciones, se debe saber si se refiere a un objeto o0 a
dos objetos. En el caso que sean dos objetos y ambos salen del mismo punto de partida, es el caso mas

pueden hacer en este caso, es con respecto a la distancia que se encuentran ambos objetos, después
e transcurrido algun tiempo o la posicion o rumbo que se encuentra uno del otro o la posicion que se
Bncuentra uno de ellos con réspecto al punto de partida. En el caso que se pregunte el rumbo o posicion
e uno con respecto al otro, en el punto donde se encuentra el objeto con respecto al cual se pregunta,
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se debe elaborar otro plano cartesiano y buscar esta posicion (en el ejemplo 5 se indica). En el caso que
el problema se refiera a un solo objeto, se ubica la primera posicion en la que se encuentra y en este
punto se elabora otro plano cartesiano para marcar la segunda posicion (se indica en el ejemplo dado).
Para encontrar la posicién u orientacion a la que se encuentra el objeto del punto de partida, en el lugar
que se encueritra, se traza otro plano cartesiano y se busca el angulo determinado por el eje del Norte o
el eje del Sur y la linea (segmento) determinado por el punto donde se encuentra el objeto en ese
momento y el punto de partida, teniendo en cuenta que el angulo buscado debe ser agudo. Todo lo
explicado en esta parte con relacién a las aplicaciones, también es valida para las dos siguientes
secciones. Véase los siguientes ejemplos.

Ejemplo 5 | Dos embarcaciones salen del puerto A al mismo tiempo. La primera embarcacion navega
con un rumbo 50°, a 20 millas por hora y la segunda navega con una direccidon de 140° a
15 millas por hora. Después de haber transcurrido dos horas, determinar:

a) La distancia a la que se encuentran dichas embarcaciones.
b) La posicion u orientacion a la Que se encuentra la primera embarcacion con respecto a
la segunda.

Solucién:
En la figura se muestran los rumbos y las posiciones en las que
AN’ Se encuentran ambas embarcaciones después del tiempo
| indicado. Como siempre, se entendera que A es el punto de
/AN I partida, el punto P es la posicion donde se encuentra la primera
embarcacion, el punto Q es la posicion en la que se encuentra la
el o A_ 5___, segunda embarcacion, la longitud del segmento PQ determina la
o 404 . E distancia a la que se encuentran ambas embarcaciones, la
longitud del segmento AP es la distancia a la que se encuentra la

primera embarcacion del punto de partida (40 milias), la longitud
del segmento AQ es la distancia a la que encuentra [a segunda
embarcacion del punto de partida (30 milias), el A APQ es un
Q triangulo rectangulo en A y el angulo B es la posicion que se
encuentra la primera embarcacion con respecto a la segunda.

Aplicando el Teorema de Pitagoras se determina la longitud del segmento PQ, indicando que

PQ= '1302 +402 =50,

Para el inciso a), se conciuye que: la distancia a la que se encuentras ambas embarcaciones después
de dos horas es de 50 millas. Notese que este resultado fue posible determinar su valor exacto.

Para responder al inciso b), se debe leer la medida del angulo B mostrado en la figura anterior, el cuai
esta medido desde el norte hasta llegar a la linea que une ambas embarcaciones. El angulo B se
determina sumando 180° con la medida del £ QPS’. Obsérvese que el Z ATP y el £ O’P§’ son rectos y
que lam £ APO’ = 40°. Determinando la m £ APQ (supongase que la medida del angulo es a), se tiene

que sen a = :—g 6 sena= % de donde o =sen™' (—53-) 6  a=3687°

Luego B = 270° - 40° - o . En conclusién B=~270° - 36.87° -40° 6 B~ 193.13° y se dice que la
posicion del primer barco con relacion al segundo, es aproximadamente de 193.13°. B
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Ejemplo 6
respecto al punto de partida.
Solucién:
AN"
AN :
6% N
o] PI ET P
o"< 1 : >E"
70° | 14.0

Un avién sale de un aeropuerto con un rumbo de 70° y recorre 180 millas. De repente se
entera que no cuenta con suficiente combustible para llegar al lugar de destino. Para
llegar al aeropuerto mas cercano que se encuentra a 100 millas de donde se encuentra
en ese momento, debe cambiar de direccion y lo hace a 160°. Determinar;

a) La distancia a la que se encuentran el punto de partida del avién, al lugar
donde llego a abastecerse de combustible.

b) La orientacion a la que se encuentra el aviéon del lugar donde arribd con

N
Sy > E
M
g a

s" g

VS »

Después de elaborar la figura correspondiente a la
informacién dada se identifica que: A APR, A AQIR y
A PTR son triangulos rectangulos, m 2 APQO" = 20°,
m / TPR = 70°, m £ PRT = 20°, primer recorrido del
avién: AP = 180 millas, segundo recorrido del avion:
PR = 100 millas. Para contestar el inciso a), distancia a

. la que se encuentra el avidén del punto de partida, se

debe encontrar AR (longitud del segmento), que por el
Teorema de Pitagoras se tiene que AR = J1802 +100% =

J42.400 = 20 V106 . Se concluye que la distancia a la
que se encuentra el punto de partida del avion, al lugar

donde llegé a abastecerse de combustible es 20 106

millas o que se encuentra a urfa distancia aproximada
de 205.91 millas.

Para contestar el inciso b), es necesario elaborar el tercer plano que se muestra en la figura anterior
(con punto de partida R) y esta orientacion esta determinada por la medida del angulo B, la cual esta
tomada desde el norte hasta la linea ( AR ), que une el punto donde se encuentra el avion con el punto de
partida. La medida del angulo § es igual a 270° + m £ ARO’.

La m £ ARO’ = 90° -

180

mZ ARP - m £ PRT. Lldmese m £ ARP = q«, luego tan o = —

100

9
a= tan™ (;) 6 o =~60.95° Luego B~ 90° - 60.95° — 20° = 9.05°.

Se concluye que la orientacion a la que se encuentra el avion del lugar de arribo con respecto al punto

de partida es aproximadamente de 279.05°

Ejemplo 7

Dos barcos salen del mismo puerto y al mismo tiempo. Uno de ellos navega con un
rumbo de S55°E a 18 millas por hora, mientras que el otro navega con un rumbo de
S35°0 a 24 millas por hora. Después de haber transcurrido dos horas y media,

determinar:

a) La distancia a la que se encuentran ambos barcos.
b) La posicién u orientacién a la que se encuentra el segundo barco con respecto al

primero.
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Solucién:

En la figura se ha representado la informacién dada, véase algunos resultados:

AP = 45 millas distancia recorrida en dos horas y media el primer barco; d = vt (distancia = velocidad x tiempo)
AA’ = 60 millas distancia recorrida en dos horas y media el segundo barco; d = vt (distancia = velocidad x tiempo}
m £ZA’AO = 55° por complemento de angulos.

mZN’A’A = g = 35°

por angulos alternes internos entre paralelas

/AN
< A A G
0 J “E
' 45 mi
. 55
1 2 P
: -'O—‘
Cmmmmmmmas 4 : ot -—>
o A', E
;s
]
1
;
1
Vs

Un avién sale de un aeropuerto con

Respondiendo al inciso a): se nota que AAA'P es un
trianguio rectangulo, aplicando el Teorema de Pitagoras

se tiene que AP = J602+452 = J5625 = 75 Se

concluye que: la distancia a |a que se encuentran
ambos barcos es de 75 millas.

b) Nétese que la orientacion de los barcos esta dada de
forma diferente a los ejemplos anteriores, por tal razén
se debe contestar en la misma notacion. La posicion del
segundo barco (A’) con respecto . al primero (P), es el
angulo agudo medido en este Caso, desde el norte hasta
la linea que une ambos barcos; en donde se escribe
N (a + ¢) E, donde o = 35° Para d tg inar ¢, tdmese
% 6 ¢=tan“'f2 6 ¢ ~3687°.

Se concluye: Ia posicion a la que se encuentra el
segundo barco con respecto al primero es aproximada-
mente de N 71.87° E. .

= 45 -
tang¢ = 30 0 tan ¢

un rumbo de N 58° E. Después de volar 130 milias

se entera que se equivoco de rumbo Y se corrige orientadndose en direccién S 32° E y

recorre 180 millas mas. Determinar:

a) La distancia a Ia Que se encuentra el avién del punto de partida.
b) La orientacién a la que se encuentra con respecto al punto de partida,

Ejemplo 8
Solucién:
AN’
|
]
A ‘
1
Ay o
o€ == S o
13 !
B 180
o Al ¥, P
ad !
’ $‘~‘ Qa 0‘
on(.....A:
y
1 S
N

sn

a) Se comprueba que £ AA’A” es recto, luego por
Pitagoras, se determina la distancia a la que se encuentra
el avién del punto de partida.

Luego AA” = J1302+ 180% = 10493 . se concluye

que: la distancia a la que se encuentra el avién del punto

de partida es de 10493 millas, o que la distancia a la

que se encuentra el avion del punto de partida es
aproximadamente de 222.04 milias.

b) Para determinar la orientacion a la que se encuentra el
avién del punto de partida, es necesario dibujar un tercer
plano (el que se muestra a la derecha) y tomar como
punto de partida el punto donde se encuentra el avion en
este momento.
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El angulo agudo que responde este inciso, se debe leer del norte al oeste, ya que segun la
grafica elaborada para este fin, se visualiza que la linea que conecta el punto de partida con el punto

donde se encuentra el avion en este momento (AA) esta en el segundo cuadrante, el cual se lee
N (o + ¢) O. ’

Si se analiza la grafica anterior, se nota que:m £ O'A'A = 32°, m LA”A'E’ = 58°, m LA’A”N" = § = 32°

y tana= 130 a=tan"(%) 6 o =~ 35.84°.

180

En conclusion se dice que la orientacién a Ia‘ que se encuentra el avion del punto de partida es
aproximadamente de N 67 84° O. F

Ejercicios 4.1

1. Encontrar las partes restantes para cada tridngulo recténghlo cuyo' angulo recto esta en el vertice C.

a)a=21° a =10 b)a=42°, b =15  c)a=55° ¢ =18 d) B =32°, b=45
e)p=42°25'a=10 fP=543c=123 g a=65 c=y5 h)B=28b=2y3
) b=4, a =10 ) b=5 c=13 k) =6, ¢c =7 D a=243, b=243

2. Desde la azotea de un edificio de 20m de altura que se encuentra cerca del mar, se observa un velero con un
angulo de 32.4°. ; A qué distancia de la base del edificio se encuentra el velero?

3.En laorilla de un rio se encuentra una torre de 120 m de altura. Desde el punto mas alto de la torre, el angulo

de depresion a una roca que se encuentra al otro lado y a la orilla del rio es de 41°. ¢ Determinar la anchura del
rio? : '

4. En un terreno se encuentra un arbol de 32 pies de altura. Determinar el angulo de elevacion a la parte superior -
del arbol desde un punto que esta 51 pies de la parte inferior del mismo.

5. Un barco sale de un puerto con un rumbo de 22° a 20 millas por hora a las 9:00 a. m, una hora mas tarde,
otro barco sale del mismo puerto con un rumbo de 112° a 25 millas por hora.

a) Determinar la distancia a la que se encuentran ambos barcos a las 12:00 m.
b) Determinar la orientacion a la que se encuentra el primer barco con respecto al segundo a las 12:00 m.
c) Determinar la orientacion a la que se encuentra el segundo barco con respecto al primer a las 12:00 m.

6. Un" barco zarpa de un puerto con una direccion de 75° a 20 millas por hora. Después de navegar durante tres
horas decide cambiar de rumbo a 165° y sigue éste por cinco horas a 17 millas por hora. Después de trascurrido
este tiempo a) ;Cual es la distancia a la que se encuentra el barco del puerto? b) ¢Cual es la orientacion del
puerto con respecto al barco después de las ocho horas de recorrido? '

7. Desde un punto P que esta en una calle en linea recta hasta la base de una montafia, se observa un angulo
de elevacion a la cima de la misma de 35.4°. Sobre la misma calle, alineado con P y con la base de |a montafia

se toma otro punto Q que estd a 50 metros del punto P, y se observa que el angulo de elevacion a la cima de
la montafia desde Q, es de 42.3°. Determinar la altura de la montafia.

8. Desde la azotea del ultimo piso de un edificio de 42 metros de altura, el angulo de elevacion a la parte superior
de una estatua es de 12°. Desde la base del mismo edificio, el angulo de elevacién al mismo punto de la estatua
es de 25°,

a) Determinar la altura de la estatua.

b) Determinar la distancia del edificio a la estatua.

9. Desde la cima de una montafia de 300 metros de. aitura con respecto a una laguna cercana a la misma, el
angulo de depresidn a un punto P en la orilla mas cercana a ésta, es de 60°, y el angulo de depresion a un punto
Q directamente opuesto a P y al otro lado de la orilla de la laguna, es de 32°. Los puntos P, Q y labase de la
montafia, estan en la misma horizontal. Calcular la anchura de la laguna determinada por los puntos P y Q.
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10. Desde un punto P situada en un terreno plano, el @ngulo de elevacion a la parte superior de un pino es de 20°.
Desde otro punto Q, 10 metros mas cercano al pino, alineado con P y con el pie del pino, el angulo de
elevacion a la parte superior del mismo es de 30°. Determinar la altura del pino.

11. Se observa un edificio de 2000 pies de altura. Suponga que se quiere construir otro edificio de menor altura
y sobre el mismo nivel (misma horizontal), de modo que elangulo de elevacion (medido desde la base del
. nuevo edificio por construir) a la parte superior del edificio ya construido es de 72° y el angulo de depresién
medido desde una altura h; altura del nuevo edificio por construir es de 6°. ¢ De qué altura debe ser el edificio
por construir y que tan lejos esta del edificio construido?.

12. Un barco navega en el Golfo de Fonseca en linea recta. Cuando pasa por un punto P, visualiza una zona rocosa
- enun angulo de 25° desde la ruta que lleva. Después de recorrer 8 millas, visualiza que la zona rocosa esta a
45° con respecto a la ruta que lleva. ¢Qué tan cerca pasara el barco de la zona rocosa?

13. Desde la parte superior de un cerro costero (la base del cerro esta a la orilla del mar), de 80 m de altura, se
observa una embarcacion anclada (fijo en un punto en el mar). El angulo de depresion a ia embarcacion es de
16.5°.

a) Determinar |a distancia a la que se encuentra la embarcacién al pie del cerro.

b) Determinar la distancia a la que se encuentra la embarcacion, a la cima del cerro.

14.Un avion estd volando a una altura de 7500 metros. Desde un punto fijo del avion en vuelo, el angulo de
depresion hasta la torre de control en el aeropuerto es de 19.4°, ;Cudles la distancia desde otro punto que
se encuentra directamente debajo del punto donde se realiz6 Ia medicion del angulo a la torre de control?

15. Un avién se prepara para hacer su aterrizaje en un aeropuerto. Si al comienzo de la aproximacion final éste se:
encuentra a una altura de 2000 pies, y su distancia recorrida en la pista es de 6000 pies con respecto al
comienzo de la rampa de aterrizaje, ;qué angulo de depresion debe utilizar el piloto para que comience al
principio de la rampa de aterrizaje?

16. Un automovil que va por una carretera en linea recta, después de recorrer 1000 metros observa que el angulo
de elevacion a la cima de una montafia cambia de 25° a 43°. Determinar la altura de la montana, suponiendo
que la linea recta llega hasta el pie de la misma.

17. Desde la azotea de un edificio comercial, el angulo de elevacion a Ia parte superior de otro edificio de
apartamentos es de 45° y el angulo de depresion a la base del edificio de apartamentos es de 62°. Sj el edificio
de apartamentos tiene una altura de 250 pies, ;a queé distancia se encuentran ambos edificios? ¢ Qué altura
tiene el edificio comercial?

18. Un avién asciende en un angulo de 16° con una velocidad constante de 285 millas por hora. ;Cuénto tiempo
tardara en estar a una altura de 10 millas?

19. Un piloto de un jet de la fuerza naval aterrizara en un porta aviones. A una altura de 2,500 pies, el piloto observa
el porta aviones con un angulo de 17°, ¢Cual esla distancia horizontal entre el avion y el porta aviones?
(distancia del porta aviones, al punto que se encuentra directamente abajo del avién y en la horizontal).

20. Una sefiora se encuentra de pie en una ventana que est4 a 90 pies sobre el nivel del suelo, De repente observa
a unnifio que camina directamente hacia ella (en busca de la puerta del edificio que esta en la misma linea
vertical con la ventana que ella se encuentra). Desde que visualiza al nifio nota que el angulo de depresion
hacia el nifio, cambia de 35° a 53°, ; Qué distancia ha recorrido el nifio cuando hace las mediciones?

21. Un guardabosque se encuentra en’ una torre a 30 metros sobre el nivel del suelo, De repente observa un
incendio a un angulo de depresién de 10°. ¢A que distancia se encuentra el incendio de la torre del
guardabosque?

22, Un cabie de soporte debe ser colocado en la parte superior de un poste telefonico de 25 pies de altura y fijado
en el suelo. ;Qué cantidad de alambre se necesita para que forme un angulo de 48° con el nivel del suelo?

23. Dos barcos A y B zarpan de un puerto a la misma hora. El barco A viaja a una velocidad de 20 millas por hora en
una direccion de N32°E y el barco B viaja a una velocidad de 28 millas por hora en una direccion de S58°E.
(@ qué distancia se encuentran ambos barcos, después de dos horas? ;en qué direccion se encuentra el barco
B, con respecto al barco A?
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4.2 LEY DELOS SENOS Y APLICACIONES

En la secciéon anterior se analizaron los triangulos rectangulos, encontrando sus partes
desconocidas teniendo dos de ellas (LL o LA). Pero en la vida diana los problemas planteados, no
siempre se tendra un triangulo rectangulo. Las leyes de los senos y de los cosenos (esta ultima,
estudiada en la siguiente seccion) son las principales herramientas utilizadas para resolver los
triangulos oblicuangulos; ya sean obtusangulos o acutangulos (tienen un angulo obtuso o tiene sus
tres angulos agudos respectivamente). Inclusive con estas leyes, también se resuelven los tridngulos
rectangulos.

Se continla con la convencién, que el lado de longitud a, sera el opuesto al angulo a, que el lado

de longitud b, sera el opuesto al angulo § y el lado de longitud ¢, seré el opuesto al angulo ¥ (que ya no
necesariamente sera recto).

De la fig. 1 a) se observa que, el angulo de menor medida es el opuesto al lado de menor
longitud y que el angulo de mayor medida es el opuesto al lado de mayor longitud.

B B
B a
e C a
AL I e
A
2 c
a) fig 1 b)

Recuérdese que resolver un triangulo implica encontrar |as partes restantes (partes desconocidas)
del mismo conociendo algunas de ellas, siempre que este triangulo exista.

La ley de los senos se aplica en los siguientes casos: si se conocen dos angulos y el lado
comprendido (ALA), si se conocen dos angulos cualesquiera y un lado (AAL) y el caso ambiguo
cuando se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno de ios lados (LLA). Con la siguiente ilustracion
se pretende llegar a la férmula de la ley de los senos.

De la fig. 2, se tienen los siguientes datos: o es un angulo obtuso en
- posicién normal, a' es el angulo de referencia de «a, CD es perpendicular
al eje x. Ademas, ACDB y ACDA son triangulos rectangulos, sen a =
sen o’ (ya que el seno es positivo en el segundo cuadrante). Las letras a,

b, ¢ y h determinan la longitud de algunos de los lados de los ACDB vy
ACAB.

Ademas, sena=sena'=% 6 h=bsena

De igual manera, sen § = X 6 h=asenPB
a
y Por propiedad transitiva se tiene que:bsena=asenf

Esta ultima igualdad, se ekpresa de forma equivalente asi:

sena _senf -
a b

(1)

Si ahora se intercambian de posicion los angulos de tal manera que o esté en la posiciony y f en la
senf} seny
et xge Tsocil 2

- (2)

posicion de a , con respecto a la fig.2, se llega a la siguiente igualdad

Tomando (1) y (2), se llega a la ley de los senos indicando que:
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Los casos ALA 6 AAL se reducen a uno sélo; cuando se conocen dos angulos y un lado cualquiera. En
este caso se aplica la regla en forma directa: para el caso si conocen dos angulos y se necesita el
tercero, éste se determina por suma de anguilos internos de un tridangulo.

1. Que el angulo dado sea Opuesto al iado de menor fongitud; en este caso no existe triangulo
(fig. 3 a)).

2. Que los lados dados sean de igual longitud; en este caso no existe triangulo (fig. 3 b)).

3. Queel angulo dado sea opuesto al lado de mayor longitud: en este caso existe un triangulo
(fig. 3 c)).

a

A B
aobtuso y a<p uo%tusoya=b aobtuso y a>p

a) b) c)
fig. 3

Para este mismo caso (caso ambiguo), si el angulo es agudo existen mas posibilidades, obsérvese
acerca de las mismas.

Témese el triangulo ABC, con a y b, longitudes de los lados conocidos y a el angulo agudo dado.

_—

Ubicando a en posicion normal, AC = b, AC es el lado terminal de o, el vértice B ests sobre el eje x
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4y Ay ¥
c
c [
a
o N a g g
- > < 2% - B o
x A Vx ;' A B X '; X 2 A g ,§Vx
er' vy er’ i
aagudoy a<bh aagudoy a<b aagudoy a<h cagudoy a>b
senf>1 senff=1 senfi<1 senfi<1
no existe triangulo existe un triangulo existen dos tridngulos . existe un triangulo
rectangulo d)
a) c)
b) fig. 4

Los siguientes ejemplos muestran algunos de los casos, acerca de las posibilidades que se enunciaron
anteriormente. Recuérdese de |a importancia de dibujar un triangulo para facilitar el desarrollo.

Ejemplo 1 | Encontrar las partes restantes para cada triangulo si:

a)a =42° y=51°, p=18 b) B =129° ¢=25 5=20
cla=119°20", a=24, ¢=15 d)p=60°, =103, a=20
e)y=52° b=28, ¢c=21 f) 0=48° b=43, a=37

g) a=67°23", b=20, a=27
Solucién :

a)a =42°, y=51°, b=18

Se tiene el caso ALA o AAL (dos angulos cualesquiera y un lado), razén
por la cual se aplica la regla directamente y se tiene un sélo triangulo.
Noétese que para aplicar una de las tres posibilidades es necesario
determinar primero, el valor para B. Aplicando la propiedad, suma de
angulos internos para tridngulos, se tiene que: B = 180° — 42° - 51° = 87°.
Ahora se aplica la siguiente regla y que al sustituir los valores dados se
obtiene,

sena _ senf

6 sen 42° " sen 87°
a b a 18

Noétese que el valor por encontrar es el de a y despejando para ésta se tiene que:
o= 1850042 12,06,
sen 87°

Ahora se determina el valor para ¢, aplicando la razén y sustituyendo los valores conocidos y se tiene

que senf - seny 6 sen87° _ sen51°

e 18 - c
Despejando para ¢, se obtiene que ¢ = IB NSy 0 c=14.01
9 ' sen 87° o

Obsérvese que el angulo de mayor medida es opuesto al lado de mayor longitud.

En sintesis, B =87°, ¢~12.06 y c~14.01
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CAPITULO IV

APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA

b) B=129° ¢=25 5=20

20

c)a=119°20", a=24, ¢=15

_seny

Se apiica el caso ALL, en éste se debe tener cuidado ya que se
puede presentar el caso ambiguo y no existir tridngulo. Al
proceder a dibujar el triangulo, se observa que el lado opuesto al
angulo de mayor medida, es menor que el otro lado conocido,
ademas se sabe, que un triangulo no puede tener mas de un
angulo obtuso. Por tal razén, se concluye que no existe -
triangulo. Se puede comprobar que al aplicar una de las
proporciones dadas (Ley de senos) se obtienen valores para los
otros angulos, pero al sumarlos contradice la propiedad de [a
suma de angulos internos de un triangulo.

Se tiene el caso ALL, notese que el angulo dado es obtuso y que
éste es opuesto al lado de mayor longitud, lo que implica que
existe un tridngulo. Aplicando ley de seno y sustituyendo los
valores conocidos se tiene que:

sena. _ seny 6 sen 119°20' _ seny
a ¢ 24 15
=2 15sen 119°2¢" 15sen 119°20'}

24 24

0 y=sen"(

Obteniendo que y ~ 33°0°56”, y con este resultado se obtiene el valor de B. Determinando Ia medida del
mismo se tiene que: = 180° - q - Y 6 B=180°-119°20" - 33°0’56" ~ 27°39'4" Una vez que se han
obtenido los valores de los angulos, se deben sumar los tres para comprobar que la suma de éstos es

igual a 180°.

Para determinar el valor para b, se aplica la siguiente proporcion:

_ sen 27°39'4"

sena _ senf -O sen 119°20
a b 24

Despejando para b, se tiene que:

24 sen 27°39'4"

b= 0 b~12.78.

sen 119°20°

b

En conclusién, B ~27°39'4”, y=33°0'56" y b=~12.78.

d)B =60°, b=1043, a=20

Se tiene el caso ALL, nétese que el angulo dado es agudo y que
el lado opuesto a éste, es de menor longitud que el otro lado
dado. Se debe tener cuidado ya que en estos casos se tiene
varias posibilidades (no existir triangulo, existir un triangulo
rectangulo, existir dos triangulos o existir un triangulo).
Inicialmente no es facil determinario, sino hasta que se aplica la
ley adecuada y se determina el seno del angulo comprendido por
el lado opuesto al angulo dado y el lado desconocido.

Obsérvese el triangulo, y aplicando Ia ley de senos se tiene:
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senf _ sena . sen60° _ senc

b a 103 20

Despejando para sen a , se tiene: sena = m.
1043

Utilizando la calculadora se tiene que sen « = 1, obteniendo el caso b), de la fig.4 (existe un triangulo
rectangulo).

Este resultado implica que a = 90°, y por complemento de anguios se determina que y = 30°.

El valor para ¢, se determina aplicando Pitagoras, ya que se tiene un triangulo rectangulo y asi es posible
obtener un valor exacto.

Véase que c= 20"—(101/:‘?)2 6 ¢=10

En conclusién, a=90° y=30°, ¢ =10.

e)y=52° b=28, c=21
A Se tiene el caso ALL, nétese que el angulo dado es agudo y que
el lado opuesto a éste, es de menor longitud que e! otro lado
28 dado. Igual que en el inciso anterior, se debe analizar cual de los
1 casos se obtendra. Obsérvese el triangulo, y aplicando la ley de
senos se tiene:

B ) . A
(o o~ B sen 52 _ senp 6 sen B = 28 sen 52
21 28 21
sen B ~ 1. 05 y como este valor es mayor que uno se obtiene el
caso del inciso a) de la fig. 4, concluyendo que no existe

triangulo.

. Obteniendo que

Observacion: Inicialmente, no es posible determinar que caso se tenga, si existe triangulo o no, se debe
partir del supuesto de que éste existe para auxiliarse de una figura y luego se puede mejorar la misma si
de desea. '

f) a=48° $=43, a=37

C
43
37, 37
LN B"B i B
e B
—
c c)
a) b}
fig. 5

Se tiene el caso ALL, notese que el angulo dado es agudo y que el lado opuesto a éste, es de menor
longitud que el otro lado dado. Nuevamente se analiza que caso se tiene, determinando el resultado del
sen B (fig. 5 a)). Recuérdese que se analiza el seno del angulo formado por el lado opuesto al angulo
dado y el lado desconocido.
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Aplicando la ley de senos se tiene:

senp _ sena 6 senf - Send4sg°
b a 43 37

Despejando para sen B,setiene: senp= ﬁf:;'i.

Utilizando la calculadora se determina que sen B =~ 0.863654797, obteniendo el caso c), de la fig. 4
(existe dos triangulos). Estos dos tridangulos se pueden visualizar en la fig. 5 b), los cuales al tomarlos

desconocidos.
Encontrando las partes restantes del trianguio de la fig. 5 a)

Se tiene que sen B~ 0.863654797 por lo que B ~ 59.73° y v=180°~a- B.
Luego se concluye que: y ~ 180° - 48° — 59.73° ~72.27°

Determinando el valor de ¢:

Tomando Ssena _ seny 6 sen 48 - sen7227

a c 37 ¢

Despejando para ¢, se tiene que: ¢= W:“e:::,i 0 ¢~47.42
e o

En conclusién, para el tridngulo de la fig. 5 a) se tiene: P =~589.73°, y =~ 72.27° y ¢c~47.42

Encontrando las partes restantes del otro triangulo (fig. 5 c))
Se determiné que B ~59.73° luego B’ = 180° - B (ver fig. 5 b)), por lo que B’ ~ 120.27°,

Y =180°-a-p’, porlo que y' =~ 180° - 48° — 120.27° »~ 11.73°.

Determinando el valor de ¢':

Tomando sena _ seny 6 sen 48 - sen11.73

a c' 37 ¢’
Despejando para ¢’, se tiene que: ¢ = 37:+::;]£: 0 ¢’~10.12.

En conclusién, para el triangulo de Ia fig. 5 c) se tiene: B’ » 120.27°, y~11.73° y ¢ =~10.12,

8) a=67°23", =20, g=27

Se tiene el caso ALL, notese que el angulo dado es agudo y que el lado
Y Opuesto a éste, es de mayor longitud que el otro lado dado. En este caso,

20 27 dado que el lado Opuesto al angulo dado es de mayor longitud que el otro
lado dado, se espera que el sen B < 1 ya que en este caso existe un
triangulo (ver fig. 4 d)). Teéngase cuidado de la diferencia entre el ejemplo

6723 AN del inciso ) y g) ya que en los dos casos, el seno del 4ngulo por analizar

& €S menor que uno. La diferencia es la longitud del lado opuesto al

angulo dado que en el inciso f) éste es menor y en el inciso g) éste es
mayor,
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Obsérvese el triangulo y aplicando la ley de senos se tiene:

”“:; 2 5 ";’(;B 6 senp = ”se'z‘#. Obteniendo que sen B ~ 0. 683776 el cual coincide
con el anélisis hecho anteriormente. y

Luego B~43°8", y y=180°—a—B 6 y ~180°-67°23' — 43°8" ~69°29".

Determinando el valor de ¢:

sena _ seny sen 67°23' - sen69°29

Tomando = 6
a ¢ 27 c
: 3 ., = 27sen69°29' ™
Despejando para c, se tiene que: ¢ ey 6 ¢=27.39
En conclusion: p=~43°8', y ~69°29' y (=~ 27.39. =

La ley de senos se utiliza para resolver ciertos problemas de aplicacion. Para dar respuesta a
estas aplicaciones, se analizan de forma similar a los dados en la seccion anterior (triangulos
rectangulos) la diferencia en éstos, es que no necesariamente se obtendra un triangulo rectangulo.

Ejemplo 2 | Dos casas se encuentran en lados opuestos de la orilla de un rio. Un top6grafo desea
medir la distancia a la que se encuentran. Ubica un punto A en una de las casas y mide
que el anguio hacia un punto B que esta en la otra casa es de 35°. Se aleja 40 metros
sobre la misma orilla del rio donde se encuentra el punto A y desde donde se encuentra
en ese momento, hace otra medicién en direccién al punto B de la casa que esta en la
otra orilla y ésta es de 58°. ; Cudl es la distancia entre las casas?

La distancia entre las casas esta determinada, por la longitud del
segmento AB. Obsérvese el tridngulo ABC, se tiene el caso AAL, en
donde para encontrar la distancia entre las casas, se utiliza la ley de
senos. Determinando el tercer angulo, se tiene que éste mide 87°.
Luego, se tiene que:

sen 58° . sen 87°

aplicando ley de seno.

AB 40
AB = m despejando para AB.
sen 87°
AB = 33.97 simplificando.

Conclusion: La distancia entre las casas es aproximadamente de 33.97 metros. =



124 3 CAPITULO IV APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA

Ejemplo 3 | La base de un paralelogramo mide 20 pulgadas, el angulo menor entre la base y el lado
adyacente es de 38° y [a diagonal de menor iongitud forma un angulo de 45° con la base.
Determinar la longitud del lado adyacente al angulo con vértice A.

Solucién:
La longitud del lado adyacente, esta determinada, por la longitud
B c del segmento AB. Obsérvese el triangulo ABD, se tiene el caso
ALA, en donde para encontrar Ia longitud del lado adyacente del
paralelogramo, se aplica ley de senos. Determinando el tercer
AZ38° 45° angulo se tiene que éste mide 97°. Aplicando ley de seno se tiene
: 20 pulg s que:
se:;5° = se;:7° aplicando ley de seno.
AB = M despejando para AB.
sen 97°
AB =14.25 simplificando.
Conclusién: La longitud del lado adyacente es aproximadamente de 14.25 pulgadas. [

Ejemplo 4 | Una estatua se encuentra sobre una colina. Cuando se observa la parte superior de la
estatua desde la base de |3 colina, el angulo de elevacion es de 52°, cuando se observa
@ una separacion de la base de la colina a 75 pies, el angulo de elevacién a la parte
superior de la estatua es de 47°. Sj ia colina tiene una inclinacion de 28° (cudl es la altura
de la estatua?

Solucién:

Elaborando una figura adecuada se visualiza los siguientes
triangulos: A ABC, A CBD y el triangulo rectangulo ACE, entre
otros. Obsérvese que el dato por encontrar esta en el triangulo
CBD, del cual en este momento se conoce unicamente la medida
del angulo CBD que es 24° (52° ~ 28°). Observando los datos
dados y auxiliandonos de la figura, se tiene que m £ABC = 128°
yaque el ZABC y el «CBE son suplementarios, m.2 CBD = 24°,
mZACB = 5° m/ACE = 43°, m 2/ BCE = 38° y mZCDB = 118°.
Determinando primero BC, aplicando ley de senos se tiene que:

sen 47° _ sen§°®

‘aplicando ley de seno.

BC 75
BC = M despejando para BC.
sen 5°
BC = 629.35 pies " simplificando.

Con este dato se puede determinar lo solicitado (altura de la estatua) aplicando nuevamente ley de
senos y diciendo que:
sen 24° - sen11g°

aplicando ley de seno.

cD BC
CD= m despejando para CD.
sen 118°
CD=289.92 simplificando.

Conclusién: La altura de la estatua es aproximadamente de 289.92 pies. &
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2
| Ejercicios 4.2
i 1. Encontrar las partes restantes para cada triangulo.
a) y=25° B=50°b=60 b) a=65° B=32°¢=15 C) a=58° y=52° ¢ =18
d) =523° B=324°¢c=6 e) Bp=15°20", y=12°,a=10 f) y=85° B=22°15"¢=112
g) a=20.¢c=40, y=30° h) a=24 b=32, o=52° i) b=22,¢=41, p=130°
J) 6=20,¢=18, y=38° K} 6=43 ¢ =40, p=72° ) c=28 a=24, y=110°
m)a=102, ¢=15, a=54° n) a=382 56 =421, B=65° o) a=18, ¢=14, a = 75°20'15"
pP) b=18, a=18, a=62° q) =13, ¢=21, y=095° r) ¢=30, b=28, B=64°
8) a=48, ¢=56, y=55° t) ¢=34, 6=23 B=36° u) a=40, ¢=35 a=46°
2. La base de un paralelogramo es de 30 pulgadas, el angulo mayor entre la base y el lado adyacente es de 115°
y la diagonal de mayor longitud forma un angulo de 32° con la base. Determinar la longitud del lado adyacente.
3. Un avion vuela directamente sobre dos torres de control separadas a 600 metros una de |a otra. Un controlador
en una de las torres, observa que el angulo de elevacién al avién es de 38.2° en el mismo instante otro
observador que se encuentra en la otra torre, advierte que el angulo de elevacién al mismo avién desde
dicha torre es de 40.7°. Determinar la altitud a la que se encuentra el avién en ese instante.
4. Dos barcos de la fuerza naval de un pais determinado, separados a 12 millas entre si, y a una distancia de 3

5.

6.

7.

10.

11.

2.

13.

14

millas de la linea limitrofe, vigilan embarcaciones de paises vecinos que entran ilegalmente en aguas de dicho
pais. Si el capitan de uno de los barcos observa una embarcacién que se desplaza en linea paralela con respecto
a la posicion de estos, observa que el angulo a dicha embarcacion es de 36°50'. En ese mismo instante, el
capitan del otro barco, reporta la misma embarcacion con un angulo de 21°. ;A qué distancia se encuentra la
embarcacion de cada uno de los barcos? ¢Ha invadido dicha embarcacion aguas del pais vecino?

Para medir la altura de un arbol, un ingeniero hace dos mediciones angulares de dos puntos A y B separados
a 125 pies a la parte inferior del arbol. Las mediciones son 35.8° y 43°. Determinar la altura del arbol.

Un globo flota en el aire exactamente sobre la recta que une dos puntos P y Q que estan a 5 millas de distancia.
Si el angulo de elevacion al globo del punto P es de 22 45° y del punto Q es de 49.8°, determine la altura del globo.

Un poste telefonico se sostiene de dos cables sujetados a la parte superior del poste y en el suelo, en lados
opuestos del poste, en los puntos P y Q separados a 100 pies entre si. Si los angulos de elevacion en los puntos
Py Q son de 43.25° y 68.3° respectivamente, determinar la longitud de los cables y la altura del poste.

Un automovilista viaja en direccion a una montafia a 80 km/h, Observa que en un tiempo de 10 minutos el angulo
de elevacion a la cima de la montafia cambia de 15° a 20°. Determinar la altura de la montana.

- Un pasajero que va en un autob(s a una velocidad de 40 km/h, observa una antena de telefonia movil. Determina

que el angulo de elevacion a la parte superior de la misma es de 9° Cinco minutos después mide que el angulo
de elevacion al mismo punto es de 15°, ¢A queé distancia se encuentra el pasajero de la antena cuando realizo la
Ultima medicién angular? ;Cual es la altura de la antena?

Unavion vuela a una altura de 1800 pies sobre lacima de una montana de altura 3500 pies. Cerca
de ésta, se encuentra otra montafia mas alta, que desde el avion se observa con un angulo de depresion de 48°.
La segunda montafia tiene un angulo de elevacion de 16° desde la cima de primera montafia. Determinar la
altura de la segunda montaiia.

Un topografo desea saber si es funcional una antena telefénica en la cima de una montana, por tal razén debe
conocer la altura de la misma. Para determinar dicha altura, éste fija un punto A y mide el angulo de elevacion a
la cima de la montafia que es 46.24°. Después se aleja de este punto y de la montafia 1100 pies y mide el
angulo de elevacion que es 34°. ;Cual es la altura de la montafia?

Dos observadores se encuentran separados a 12 kilometros entre si, observan un helicoptero que vuela sobre
un pueblo que se encuentra entre ellos. Si los observadores estan a una misma altura (sobre la misma horizon-
tal) y los angulos de elevacion de cada observador al helicoptero son 23° y 43° respectivamente, determinar
la altura a fa que se encuentra el helicoptero.

Una escalera de 21 pies, esta apoyada sobre un muro de contencidn que tiene una inclinacién de 38.4° con
respecto a la horizontal. Si la escalera esta separada a B pies de la base del muro, determinar la longitud
del muro, desde donde descansa la escalera sobre ¢él, hasta el suelo.

Desde un punto A, un atleta recorre 3 kilémetros en direccion N40°E a un punto B. Este debe hacer una frayecto-
ria triangular pasando también por un punto C, que se encuentra al este de A. ;Si el atleta recorre 2 kilometros
del punto B en busca de C en una direccion de S@ E, lograra su objetivo? /Si ahora el atleta recorre 2.5
kilbmetros del punto B al punto C, a qué distancia se encontrara del punto A? ;Cual es la menor distancia, a la
que se encontrara el atleta del punto B, en el recorrido de C a A? ¢ Que direccion debe tomar del punto B, para
hacer el menor recorrido de C a A?
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4.3 LEY DE LOS COSENOS Y APLICACIONES

Existen otros problemas que con lo analizado anteriormente, no se podran resolver Para el caso,
cuando se conoce [a longitud de dos lados y el angulo comprendido (LAL) o cuando se conoce ia

Se deducira la ley de los cosenos, partiendo de la siguiente figura:

De la fig. 1, se tienen los siguientes datos: o es un angulo obtuso en

Cl.hn .y posicion normal (también es valido si el angulo « es agudo), el CD es
‘ T perpendicular al eje x, en el punto D (d, 0), A CDB y A CDA son
NP triangulos rectangulos. Las letras a b, c d yhdeterminan la longitud de

8 NS los lados de los ACDB y ACAB, los puntos A, B, C y D tienen como
R h\h\ coordenadas (0, 0), (c, 0), (d, h)y (d, O) respectivamente.

Aplicando razones trigonométricas, se tiene que:

cosa=% 0 d=pbcosa

fig. 1 De igual manera, sen a = -21 0 h=bsena

Notese que BC =4, o que d (B, C) = a; la distancia del punto B al punto
C, esigualaa.

También se puede decir que 4 = [4¢B.0))?
aplicando fa formula de la distancia entre dos

6 [d(B.C)]2 = (d- c) % (n- 0)2 puntos del plano.
= (bcosa-c)® + (bsena - 0)? sustituyendo el valor de d y 4.
= b cos’a—2bc cos a + ¢? + psen’q desarrollando ios binomios.
= b*(cos’a + sena) + ¢ — 2be cos « asaciando y factorizando.
= 52 (1) + ¢ - 2bc cos o aplicando identidad sen’a + cos’a = 1.
=5 + 2 - 2bc cos a simplificando.

Por tanto, [¢(B,0)]* = &= #* + ¢ —2pccos o que es una de las formulas para la ley de los cosenos.

Las otras dos que se enuncian a continuacién se pueden deducir intercambiando Ia posicion de los
angulos en Ia fig. 1.

Ley de los cosenos

B Para un triangulo con vértices A, By C se tiene que:
B a
y 1) a:=b:+c: —2bc cos a
At L4 c 2) b2 " B - 2ac cos p
b ) =a +5 —2ab cos y
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La lectura de estas tres formulas se pueden memorizar diciendo que: el cuadrado de la longitud
de un lado en un friangulo, es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados,
menos dos veces el producto de las longitudes de estos lados, multiplicado por el coseno del angulo
-entre estos lados. Notese que si se tiene que uno de los angulos, es 30° se determina que el cosenc de
éste es igual a cero. Este Gltimo resultado se reduciria, a la aplicacion del Teorema de Pitagoras. En vista
de lo anterior, no importa el tipo de triangulo que se tenga (rectangulo u oblicuangulo) se aplica la ley de
senos o la ley de los cosenos dependiendo de la informacion que se tenga. De igual manera se pueden
combinar las leyes una vez que se tiene la informacién necesaria para poder aplicar la ley que se desee

Como conclusion se tiene que:

Se aplica ley de los cosenos en los casos:

1. Cuando se conocen dos lados y el angulo entre ellos (angulo comprendido), LAL
2. Cuando se conocen los tres lados; LLL

Se aplica ley de los senos en los casos (para efectos de comparacion):
1. Cuando se conocen dos angulos y un lado cualquiera; AAL, ALA
2. Cuando se conocen dos lados y un angulo opuesto a uno de ellos (caso ambiguo), LLA

Ejemplo 1 | Encontrar las partes restantes para cada triangulo si:

a)a =52°20°, ¢=15, H=18 b)B=139° ¢=15 a=30
c) b=11, a=18, ¢=14 d)b=25 a=20, ¢=15

Solucién:

a) a =52°20°, ¢=15, =18
Se tiene el caso LAL, razon por la cual se aplica la ley de los
cosenos para determinar el valor de a. Luego

a = b + ¢ -2becosa

Sustituyendo los valores conocidos en la formula anterior se
tiene:

a* =157 + 18* - 2(15)(18) cos 52°20" 6 a = y15% + 187 - 2(15)(18) cos 52°20'
De donde a = 14.80.

Ahora que se conocen los tres lados y un angulo, si se desea, se puede aplicar iey de senos. Por efectos
de practicar, se aplica la ley de coseno. Se procede a encontrar B tomando la siguiente férmula y
sustituyendo los valores conocidos:

b= a*+c*~2accosP 6 18° = (14.8)° + 152 — 2(14.8)(15) cos P, notese que el valor tomado para a es
aproximado.

Despejando para el término desconocido se tiene:

(14.8)* + 15% - 182

Cos B =
2(14.8)(15)

6 cos p = 0.2704

Obteniendo que: B ~74°18'51" y y=180°-a-f 6 y~53°21"9".

En sintesis, B ~74°18'51", a~14.80, y y=53°21'9".
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Recuérdese que siempre es preferible realizar operaciones con los datos dados, mas que con los
resultados que se han encontrado por uno mismo. Vale la pena mencionar también, que existiran
problemas en donde sera necesario recurrir a estos calculos que se han determinado.

b) B =139°, ¢=15, ¢=30

A Se tiene el caso LAL, razén por la cual se aplica la ley de los
S cosenos para determinar el valor de 5. Luego
b
15 =44+ — 2ac cos p
139° ¥ c
B 30 Sustituyendo los valores conocidos en la féormula anterior se
tiene:
b =157 +30% — 2(15)(30) cos 139° 6 b = y15% | 302~ 2(15)(30) cos 139°

De donde » ~42.48.

Aplicando nuevamente |a ley de los cosenos, se procede a encontrar « tomando la siguiente formula y
sustituyendo los valores conocidos:

a = 5 + ¢ ~2bccosa o 30 = (42.48)7 + 152 —2(42.48)(15) cos a

Despejando para el término desconocido se tiene:

- (42.48) + 152 _ 302

o 2(42.48)(15)

o} Cos o ~ 0.8863

Obteniendo que: a~2758° y y=180° —¢- B 0 Y~ 13.42°

En sintesis, o~ 27.58°, Y=13.42° y b ~42.48,

C) b=11, a=18, c=14
B Se tiene el caso LLL, razon por la cual se aplica ley de cosenos
' para determinar f luego,

18
14 b = a® + ¢ ~2accos B
A 11 Sustituyendo los valores conocidos en la formula anterior se
tiene:
19 =147 +18% —2(14)18)cosp 6  cosp= 12182122
2(14)(18)

6 cosB~0.7917 y B =~ 37.66°
Aplicando nuevamente |a ley de los cosenos, se procede a encontrar o tomando la siguiente férmula y
sustituyendo los valores conocidos:

@ =8+ & < 2pccosa 6 18% = 142 + 112 ~2(14)(11) cos «

Despejando para el término desconocido se tiene:
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_ 142+ 117 - 182 . =
08 Q= — o cos o~ — 0.0227 (cos a < 0, implica que « es obtuso)
2(14)(11)

Obteniendo que: ax~91.30° y y=180° —a-B 6 ¥ = 51.04°

En sintesis, o ~91.30°, y~51.04° vy [ ~37.66°

d)b=25 a=20, ¢=15

A
Se tiene el caso LLL, razon por la cual se aplica la ley de los
in 25 cosenos para determinar B luego,
B =a + —~2accos B
B 20 c

Sustituyendo los valores conocidos en la férmula anterior se
tiene:
152 + 207 - 252

257 =157 +20% ~2(15)(20 =
20° ~2(15)(20) cos B o] cos 3 215)(20)

0cosf=0 y p=90°

Notese que se tiene un angulo recto por lo que el tridngulo que se analiza es un triangulo rectangulo. Por
facilidad, se procede a trabajarlo como un triangulo rectangulo. Luego

sena = a5 o} a~ 53.13°
Yy 1=%0°-a o y~ 36.87°
En sintesis, o~ 53.13°, y~36.87° y p=290° =

Ejemplo 2 | Se desea construir un tinel que atraviese de extremo a extremo la base de una montafa.
Un topografo desea hacer un presupuesto y para tal fin, debe saber la longitud que el
tinel tendra. El topografo toma los puntos A y B en lados opuestos de la montafia por
donde pasara dicho tanel. Toma otro punto C alejado de la montafa y separado de los
puntos Ay B 450 y 550 metros respectivamente y con un angulo C de 81°, ;,Cual sera la
longitud del tanel?

Solucion:

Elaborando una figura adecuada se determina el AABC,
con dos lados conocido y el angulo comprendido, por tal
razon se debe aplicar ley de cosenos para responder a la
pregunta dada. Se pide determinar AB, tomando la
formula:

& =a + b® -2abcosy
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Sustituyendo en ésta se tiene:

AB? = 450% + 5507 — 2(450)(550) cos 81°
AB = {4507 + 5502 — 2(450)(550) cos 61°
AB = 653.89 metros

Conclusién: La longitud del tinel sera aproximadamente de 653.89 metros. .

Ejemplo 3 | Uno de los lados de la base de una antena telefonica de 400 pies de altura, esta ubicada
en una colina que tiene una pendiente de 10°. Esta se debe sujetar con un cable desde la
parte superior, al suelo separado de la base de la torre y sobre la pendiente a 100 pies.
Del otro extremo de la base (que esta sobre la horizontal), se debe sujetar a una
separacion de 100 pies y a una distancia de tres cuartos de la base a la parte superior de
la antena. ¢ Cuél debe-ser la longitud de cada cable?

Solucion:

Elaborando una figura adecuada se muestra el A AFB, el
cual es rectangulo con dos lados conocidos (AB = 100 y
BF = 300: determinando tres cuartos de 400), por tal
razon se aplica el Teorema de Pitagoras para obtener la
longitud de uno de los cables. Ademas se visualiza el
ABDC, con dos lados conocidos y el angulo comprendido
(m £ pBc = 80°), por lo cual se aplica la ley de los
cosenos. Primero se encontrara AF, obteniendo:

Encontrando AF

AF%= AB? + BF? aplicando el Teorema de Pitdgoras.
AF?=100% + 300°  sustituyendo.

AF = 1002 + 3002 extrayendo raiz cuadrada en ambos lados.

- ﬁ 00,000 simplificando.

= 100410 simplificando.
= 316.23 pies aproximando.

Determinando DC (longitud del otro cable)
Tomando los datos del ABDC y aplicando ley de coseno se tiene:

DC? = 400% + 100 — 2(400)(100) cos 80° sustituyendo.

DC = JEO’ +100% - 2(400)(100) cos 80° extrayendo raiz cuadrada en ambos lados.
= 395.11 pies simplificando.

Conclusién: El cable al plano horizontal, debe tener una longitud aproximada de 316.23 pies y el otro
(del lado de la montafia) una longitud aproximada de 395.11 pies. -
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Ejercicios 4.3

1. Encontrar las partes restantes para cada triangulo.

a) a=35° b=20,c=15 b) p=860°, a=15¢=30 €) y=58° b=15 a=18
d) B =36°20"12", a=15,¢=13 e) y=83° b=154, a=123 f) a=75° ¢=25 p=25
9) a=20,c=40, b=40 h) a=124,b6=14, ¢=18 i) a=20,b=15, ¢=25

) a=20,6=10, c=12 k) a=11.4,6=132, ¢=163 ) a=120,b=114, ¢=88

2. Un topdgrafo desea determinar la distancia a la que se encuentran dos casas ubicadas en orillas opuestas de un

distancia de 22 millas de la otra casa. Ademas determina que el angulo desde el punto C acada punto
determinado en cada casa es de 68°. Determinar la distancia a la que se encuentran las casas.

3. Un avién vuela de una ciudad A, a una ciudad B la cual se encuentra al este. de A. Dichas ciudades se
Encuentran a 130 millas entre si. Después debe llegar a otra ciudad C la cual se encuentra a 90 millas de
distancia de la ciudad B y en una orientacion de N48°E a partir de B. ;A qué distancia se encuentra la ciudad A
de la ciudad C?, ;Con qué angulo debe orientarse el avion para regresar a la ciudad A, desde la ciudad C?
¢A qué orientacién se encuentra la ciudad C a partir de la ciudad A?

4. Un barco debe llegar desde una isla A, aunaisla B las cuales estan separadas a 300 millas nauticas entre

- siyBalnorte de A. Antes de zarpar visualiza una tormenta en direccién a la que lo conduce a la isla B, por tal
razén decide desviarse 25° con respecto a la linea recta que une ambas islas. E| capitan mantiene una velocidad
constante de 12 millas nauticas por hora y después de haber navegado 10 horas, observa que la tormenta ha
desaparecido de su ruta. ;Con qué angulo debe orientarse en éste momento el barco, para dirigirse directamente
aiaisla B? ;Cuanto tiempo mas tiene que navegar para llegar a la isia B?

5. Un campo de béisbol de las Grandes Ligas, tiene la forma de un cuadrado de 90 pies de lado. El monticulo
de lanzamiento esta ubicado a 60.5 pies de la placa de home (meta), sobre la recta que une home (meta) con la
segunda base. ;A qué distancia se encuentra el monticulo de la primera base? ;A que distancia se encuentra
home de la segunda base? Encontrar la medida del angulo determinado por el segmento de recta que une el
monticulo y la tercera base y el segmento de recta determinado por la segunda base y el monticulo.

6. Un campo de béisbol de las Ligas Pequefas, tiene la forma de un cuadrado de 60 pies de lado. E! monticulo
de lanzamiento est4 ubicado a 46 pies de la placa de home (meta), sobre la recta que une home (meta) con
la segunda base. ;A qué distancia se encuentra el monticulo de la primera base?, ;A qué distancia se encuentra
home de la segunda base? Encontrar la medida del angulo formado por el segmento de recta con extremos el
monticulo y home y el segmento de recta determinado por la primera base y el monticulo.

7.Un atleta debe recorrer una trayectoria de 1100 metros con una trayectoria especifica. A partir de un punto A
debe recorrer 600 metros en direccién N 50° E y ladiferencia, con una direccién de N 30° O. ¢A qué distancia
se encuentra el atleta del punto de partida después de haber recorrido la trayectoria? ;Qué direccion debe tomar
para regresar al punto de partida?

8. Determinar la longitud de un lado de un decagono regular inscrito en una circunferencia de radio 10 cm.

9. Dos lados adyacentes de un paralelogramo tienen 23 y 36 pies de longitud respectivamente. Si el angulo
comprendido por estos dos lados es de 46.25°, determinar las longitudes de las dos diagonales.

10. Un caminante, recorre 300 metros en direccion S40°E desde un punto A y después 400 metros en direccion
S 52° 0. ¢ A qué distancia se encuentra el caminante del punto A? ;En qué direccién se encuentra el caminante
del punto de partida?

11. Un turista que se encuentra en una ciudad A, desea visitar las ciudades B y C. El sabe que la ciudad C, esta a
5 kilometros, en direccion N 38° O, de la ciudad B. También sabe que laciudad B estaa 7 kilbmetros en
direccion N 48° E de la ciudad A. ¢ A qué distancia se encuentra el turista de la ciudad C? ¢En qué direccion se
encuentra la ciudad C, con respecto a la ciudad A?

12. Tres nifios se encuentran en un campo de futbol, jugando con una pelota. Los nifios estan ubicados (no en linea
recta) de tal manera que el primer nifio le pasa la pelota al segundo, el segundo al tercero, y éste se la devuelve
al primero. Si el primer nifio esta separado a 5 metros y 7 metros del segundo y tercer nifio respectivamente
y la separacion entre el segundo y tercero es de 10 metros, determinar, los angulo interiores del triangulo que
forman los nifios.
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13 Un turista se encuentra en una comunidad cuyo terreno es plano (valle) y desea hacer una caminata por la
comunidad. Se ubica en un punto A como referencia, y a partir de este punto recorre 1000 metros hacia el
sur llegando a un punto B, luego gira N8 O y recorre 900 metros y llega a un punto C. Estando en el punto C
se entera que se encuentra a 500 metros del punto A. Determinar la orientacién a la que se encuentra el turista
del punto de partida.

14. Los lados de la base de un prisma rectangular (paralelepipedo) miden 6y 3 pulgadasy la altura del mismo es de
4 pulgadas. Determinar el angulo determinado por una de las diagonales de la base y una diagonal del prisma.

15. Un piloto vuela al este durante 2 horas. En este momento se entera que lleva un error y lo corrige orientandose
A S80°E de su curso original y vuela durante 2 horas con 30 minutos mas. Siel piloto ha mantenido una
velocidad constante de 600 millas por hora, ¢a qué distancia se encuentra del punto de partida?

16. Dos barcos A y B zarpan de un puerto a la misma hora. Si el barco A se desplaza con un rumbo de N 55° E
a 30 millas por hora y el barco B con un rumbo de S 65° E a 20 millas por hora. ¢ A qué distancia se encontraran
ambos barcos, después de dos horas? ;en queé direccion se encuentra el barco A con respecto al barco B?

17. Dos hombres que estan separados a 8 metros entre si, deben arrastrar un objeto pesado. Para tal accion,
cada uno debe amarrar una cuerda al objeto y deben halarla al mismo tiempo. Si una cuerda mide10 metros y
la otra 12 metros libres para tensarlas, determinar el angulo que forman las dos cuerdas.

18. Un avién despega de un aeropuerto con un rumbo de 310°. Después de volar 160 millas, se entera que no es ese
el rumbo que debié haber tomado y se corrige tomando una direccion de 220° y recorre 320 millas. Determinar
la distancia y la orientacion a la que se encuentra el avion del punto de partida.

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO IV

1. Encontrar las partes restantes para cada triangulo (del incisoa) al h), y= 90°).

a) @=24° a =% b) «=72° b = J15 ¢) a=55°22", ¢ =57 d)p=352° b=53

e) b=11, a =41 f) a=10, c=13 g) b=v7.,c =8 h) a=15b=443

i) a=48°, b=25c=18 j) B=60°, y=83°, ¢=20 k) y=58°, b=15, ¢=18

f) B=62°15", a=15b=13 m) @=62°, a=29, b=32 n) B=101°, b=114, c=88
o) a=15,¢=25, b=30 p) y=113°, b=24, c=18 q) a=30,b=24, c=18

2. Dos lados adyacentes de un paralelogramo miden 16 y 20 pies de longitud y el angulo interior comprendido
por estos dos lados es de 40°. Determinar el area del paralelogramo (OBS. Area del paralelogramo =
base x altura).

3. Los angulos congruentes de un triangulo isosceles miden 50° y cada uno de los lados congruentes miden
30 pulgadas de longitud. Determinar la medida de! tercer lado.

4. Labase de un triangulo isosceles mide 16 puigadas de longitud y los tados congruentes miden 25 pulgadas
de longitud. Determinar la medida de! angulo opuesto a la base.

5. Determinar la longitud del lado de un octagono reguiar inscrito en una circunferencia de radio 8 pulgadas.

6. Una de las diagonales de un paralelogramo, tiene una longitud de 12 pulgadas y forma un angulo de 31° conla
base del paralelogramo. Si el area del paralelogramo es de 24 pulg2 ¢ Cual el la dimensién de sus lados?

7. Determinar la longitud de un lado de un poligono regular de nueve lados (nonagono) inscrito en un circulo de
radio igual a 12 cm.

8. Un ingeniero necesita disefiar una escalera eléctrica con una altura 10 pies y debe formar un angulo con la
horizontal de 18°. ; Qué longitud debe tener la escalera?

9. Un hombre de 6 pies de estatura, proyecta una sombra de 10 pies de largo sobre el nivel del suelo. Determinar
el angulo de elevacion del sol.
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10.un conductor se dirige hacia una montafa que tiene una altura 1200 pies. La carretera que lo conduce a ésta,

11.

1.

esta en linea recta. En un punto P, observa que el angulo de elevacion a la cima de la montafia es de 22°, desde
otro punto Q, sobre la misma carretera, observa que el angulo de elevacion a la cima de la montafia es de 28°.
Determinar la distancia que ha recorrido el conductor desde el punto que realizé la primera medicién hasta el
punto que tom¢ la segunda medicion.

Un observador de la guardia costera, se encuentra en la parte superior de un faro (torre) a 60 pies sobre el
nivel del mar. Observa dos yates alineados entre si y con la base del faro. Uno de los yates se dirige
directamente al faroy con un dngulo de depresion de 38°. El otro se encuentra con un angulo de depresion de
25°y se traslada en direccién opuesta al faro. Determinar la distancia a que se encuentran ambos yates en el
momento de la medicion.

Un nifio sujeta la cuerda de un cometa a 3 pies del suelo. Se estima que el angulo de elevacion del cometa es
de 48°. Sise han soltado 400 pies de la cuerda para volar el cometa. (A qué distancia se encuentra el cometa
del suelo?

“8. Un tanque elevado para almacenar agua esta construido a 350 pies de un edificio. Desde una ventana del

edificio se observa que el angulo de elevacion a la parte superior del tanque es de 42° y el angulo de depresién
a la parte inferior del tanque es de 22°. ;Cuél es la altura del tanque de agua? ;A qué altura esta la ventana de
donde se tomaron las mediciones?

#. Un avién vuela a una altura de 5,500 pies sobre una carretera recta’ De repente observa un automovil en

15.

17.

18.

19.

20.

21.

marcha sobre la carretera con un angulo de 50°. Luego observa ofro auto, al lado opuesto, sobre la misma
carretera, con un angulo de 32°. ;A qué distancia entre si estan los automaviles?

Una nave espacial se encuentra a una altura de 500 millas de la tierra.
Un astronauta observa el horizonte terrestre, determinando un angulo a
de 62.56°. Determinar el radio de la tierra. Ver figura.

Un barco zarpa de un puerto alas 6:00 a. m. y navega en direccién N 25°0 con una velocidad de 18 millas
por hora. Otro barco zarpa del mismo puerto, a las 7:27 a. m. en direccion S 65° O a 20 millas por hora. ;A qué

distancia se encuentran ambos barcos a las 9:00 a. m.? 4En qué direccion o posicién se encuentra el primero

con respecto al segundo?

Un avién despega de un aeropuerto, con un rumbo de 140° y vuela a 200 millas por hora durgnte 45 minutos
y luego vuela en direccion 230° por una hora 15 minutos y a la misma velocidad. ;A qué distancia se encuentra
el avion del punto de partida? jEn qué posicion se encuentra el avién del aeropuerto?

Una escalera de 21 pies de longitud descanza sobre un faldon de una montafda. La parte inferior de la escalera
estd separada a 12 pies de la base de ia montaia. La parte superior de la escalera esta a una longitud del
faldon de la montafia de 18 pies. Determinar el angulo de inclinacion de la montafa.

Un yate zarpa de un puerto a las 6 a. m. con un rumbo de 64° a una velocidad de 15 millas por hora. A las
8 a.m. otro yate sale del mismo puerto con un rumbo de 110° a 18 millas por hora. ;A qué distancia se
encuentran entre si los yates a las 11 a. m.? ;Cual es la orientacion a la que se encuentra el primer yate con
respecto al segundo?

Dos pueblos se encuentran separados por una carretera en 'inea recta de longitud 12 kilometros. En
determinado momento un avién se encuentera volando directamente arriba de la carretera. Los angulos de
depresion a los pueblos eran de 10° y 12° en determinado momento. Czicular las distancias desde el avion a

cada uno de los pueblos en dicho momento. Determinar la altura a la que se encuentra el avion en ese instante.

Un turista que viaja en un autobus hacia el este, en una carretera recta y auna veiocidad constante de 80 km
por hora, observa desde un punto A sobre la carretera, un rétulo que se encuentra a 10 km de A y en direcién
N43°E de A. Como no puede leer el rétulo, hace uso de sus binoculares pero tampoco puede leerlo, sino
hasta que se encuentra a 8 km de distancia del mismo. Determine aproximadamente ;por cuénto tiempo podra
leer el rétulo usando sus binoculares? ;cuanto tiempo transcurrura, desde que vié por primera vez el rétulo
hasta que ya no pudo ieerlo nuevamente? ¢eudl es la distancia mas cercana al rétulo, por donde pasa el
autobus?
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CAPITULO V FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

5.1 FUNCION SENO Y FUNCION COSENO

En este capitulo se hablara de algunas funciones trascendentes como son las funciones
trigonomeétricas asf como también las funciones trigonométricas inversas.

Recuérdese que una funcién Jf. definida de R en R €S una correspondencia entre dos
subconjuntos A y B (subconjuntos de R), tal que a cada elemento x en A, le corresponde un Gnico
elemento y 6 f{(x)en B. El conjunto A se le liama dominio de la funcién y el conjunto B, el rango de la
misma. El elemento y 6 J(x) eslaimagen de x; mediante la funcién f

En esta seccion se aprenders a trazar las graficas de las funciones seno y.coseno debido a que
Sus caracteristicas son muy similares. Los tipos de funciones que se consideraran en esta seccion se
describen en el siguiente cuadro (ldmese a (bx + ¢) 0 a "bx” el argumento de la funcién).

| Funcién seno _ I Funcién coseno ]
f(x)=senx f(x)=cosx
Sfix)=asenx f{x)=acosx
fix)=asen bx f(x)=acos bx
S(x)=asen (bx+c) f(x)=acos (bx + ¢)
Sx)=asen(bx+c)+d Sf(x)=acos(bx+c)+d _
cuadro 1 o

Existen diferentes procedimientos para trazar graficas de funciones, en particular de las
trigonométricas. En este momento se presenta un método; cualquier otro que coincida con los resultados
obtenidos bajo este procedimiento, también es valido. ‘

Se comienza trazando las graficas de la funcion seno y de la funcion coseno “elemental”, Véase
las graficas de la fig. 1y fig. 2, que con auxilio de la tabla 1 se grafica la funcion seno, en todo su dominio
(fig.1) y luego en un intervalo (fig. 2) ya que la funcién seno y 1a funcion coseno tienen un perfodo de 27
(el valor de la funcién seno o de la funcién coseno se repite infinitas veces).

La tabla 1 muestra algunos valores asignados a x para obtener valores de y (imagenes y preimagenes)
en el intervalo de 0 a 2z. Nétese que los valores que se obtienen para y estanenel [-1,1].
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Quiza se vea tediosa la forma de trazar una grafica de este tipo por la cantidad de valores que se
le asignen a x para encontrar el valor respectivo de y, pero no es necesario tomar la cantidad de valores
descritos en la tabla 1. Posteriormente se vera que seran suficiente asignar cinco valores para x, también
se notara que con ia practica se deduciran algunos valores por el comportamiento de la funcién misma,
Lo importante es conocer la forma de la funcion elemental en cada funcién analizada.

En la grafica de la fig. 2, se ha trazado un ciclo o un periodo de la funcién, en cambio en la fig. 1,
ésta corresponde a la grafica de la funcién seno en todo su dominio. Generalmente se especifica si se
desea que se trace: uno, uno y medio, dos o mas ciclos para una funcién trigonomeétrica. Si no se
especifica el nimero de ciclos que se desea, sera suficiente en el caso de la funcién seno y coseno,
trazar un ciclo y dibujar una flecha en cada extremo de la grafica, lo que indicara que ésta se extiende en
ambos lados y con el mismo comportamiento. .

La siguiente grafica que se traza es la de la funcién coseno: siempre Ia "elemental”, véase la tabla 2.
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3 2

3x

> 0

5 A,

3 2

1 | B

] 2

2n 1

tabla 2
T
Vy
fig 4

Ahora, es de interés trazar la gréfica de una funcion de la forma f (x) = a sen (bx+c)+d Yy
fx)=acos (bx +¢) + d Es importante recordar que estas gréficas tiene la forma de ondas que se
extienden desde -« hasta +w«, que se repite infinitas veces la mayor imagen y la menor imagen, que si
corta el eje de las x, lo hace infinitas veces. Auxiliandose de las graficas de la fig. 2 y fig. 4, es posible
visualizar la grafica de f (x) =asenx Y f {x) = a cos x, donde se obtendra como mayor imagen y como
menor imagen los valores de a y —a respectivamente si a > 0. El efecto de a, en esta funcion es llamado
amplitud de la gréafica de la funcion y se representa por |a|. Silas ecuaciones de las funciones estan
dadas por f(x) = sen bx y f(x) = cos bx, el periodo (longitud del intervalo que se traza un ciclo) para

cada una es el [0,35-] si b > 0. Otro efecto de b, es que las ondas de la grafica, se pueden contraer 0

expandir. Las graficas de la fig. 2 y fig. 4, pueden desfasarse a 12 derecha o a la izquierda a lo cual se le

denomina desfase o corrimiento y éste esta dado por -% _El efecto de d, se ve reflejado en el rango.

Las graficas de la fig. 5 y fig. 6, muestran el efecto de a y el efecto de b. En la fig. 7 se grafica un
ciclo de las funciones descritas, para que se compare la longitud de! intervaio donde se grafica un ciclo de
cada funcién (efecto de b). Se puede notar que cuando b > 1, la gréafica se contrae y que cuando
0 < b < 1, la gréfica se expande.
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f(x)=3senx

f(x) =sen 2x

La siguiente propiedad, sintetiza el efecto que tienen las constantes (numeros reales) a, b, ¢ y d en
cada una de las ecuaciones que representan la funcién seno y la funcién coseno.

Propiedad1 Si f(x)=asen(bx+c)+d o S (x)=acos (bx + c) + d, para numeros reales a, b, cy d,
2n

2|

desfase o corrimiento en -%. El valor para d se ve reflejado en el rango. Ademas se

con a y b diferentes de cero, la grafica tiene una amplitud |a|, periodo de y un

puede encontrar un intervalo que contenga exactamente un ciclo de la grafica,
resolviendo |a inecuacién 0 < bx + ¢ < 2z, de donde el corrimiento o desfase es el
extremo izquierdo de la solucién de esta desigualdad. El rango esta determinado por

[-—!a|+d,|a|+d].

Los ejemplos que se presentan a continuacién, muestran valores reales paraa, b, ¢ y d El
procedimiento que se presenta es con la idea que se observe como determinar las imagenes de los cinco
valores asignados a x y que permita determinar el nimero necesario de mayores y menores imagenes
como los de los intermedios para tener una mejor aproximacion de la grafica. En estas graficas se
analizan los siguientes elementos: dominio (valores para los cuales esta definida la funcion), amplitud
(unidades que aumenta o disminuyen las imagenes a partir de la funcion elemental (mayor imagen que
es 1y menor imagen que es —1)), periodo (longitud del intervalo donde hay un ciclo de la funcién),
desfase o corrimiento (unidades que se mueve a la derecha o izquierda la gréafica del origen; en base a la
elemental), y el rango (intervalo de imagenes).
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Para graficar funciones, son elementos importantes los interceptos con los ejes coordenados
(Ix e ly). En el caso de las funciones trigonomeétricas, usualmente no se consideran, ya que en la
mayoria de los casos las ecuaciones planteadas (haciendo y & f(x) = 0) quiza el término trigonomeétrico-no
esté comparado con un valor especial (recuérdese la solucién de ecuaciones trigonomeétricas), mas sin
embargo en algunos ejemplos se determinan. Si en calculo hay necesidad de la utilizacion de los mismos
y estos no corresponden a valores exactos, se debe recurrir a resolver la ecuacion como se describe en
la seccion de ecuaciones trigonométricas (obteniendo soluciones aproximadas).

Ejemplo 1 | Para cada funcion dada, trazar su grafica e indicar: dominio, amplitud, periodo, desfase o
corrimiento y el rango.

a) f(x)=2senx b) f(x) =sen (—;-x) ¢) f(x)=cos [ x- %]

d) f(x) =-3senx e) f(x)=cos (x)—-2 f) f(x)=cos (3x)

g) f(x)= -2cos(3x - 3‘4—) h) f(x) = -;-sen(--z.\' + -’-;-) -1 i) flx)= 3cos(x + %) +1
Solucién:

a) f(x)=2senx
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

0<x<2=n tomando en el centro de la desigualdad, el argumento de la funcién y resolviendo fa misma.
Dominiode f = R
A

Amplitud: (2] =2 )

- . 2n - - 2
Periodo: m = 2% 1
En este caso, no hay corrimiento \

< : + < — -+ ;; +- e
. P - 2r - X = ® 3 R

Tomando el intervalo de un ciclo, e -2 /|l 2 2 %
se determina el punto medio y los :
puntos intermedios y se caiculan T2
las im&genes de los mismos. 1
—t t ~ —
0 5. § = 3x 2n \/y'
i 2 2 \

Determinando las imagenes para f(x) = 2senx

f(0) =2sen (0)=0; f (12‘-) = 2sen (%) =2; f(x) =2sen ()= 0; f(-—z-) = 2sen (-2—] =-2

f(2x) =2sen (2n) =0

Notese que es suficiente determinar las imagenes anteriores y luego se repiten los valores en cada

intervalo, que corresponde a un ciclo. Como se nota, no es necesario determinar los interceptos con los
ejes coordenados, pero para efecto de practica se determinan los mismos.

Determinando |, ; haciendo x = 0

f(x)=2senx y f(0)=2sen 0 =2(0)= 0 obteniendo que 1,(0.0).
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Determinando I, ; haciendoy =0

f(x)=2senx y 2senx =0 6 senx = 0.Las soluciones para esta ecuacion son (valores donde
el sen x es cero). ..., —2=%,-=n, 0, m, 2w, ... 6 engeneralpara kxn,conk e Z.

Recuérdese que los interceptos con los ejes coordenados son pares ordenados. Luego se tiene que
I (km,0) conke Z

El proceso se repite, para cada funcion dada. En el caso que la ecuacién no tenga solucién, la funcién no
tendra interceptos con el eje de las x.

Rangodef: [-2,2]

b) £(x) = sen( 3

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

1
0< -ix <2=n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de 1a funcién.

0<x<4n resolviendo la desigualdad. AN

Dominiode f =R 1

Amplitud: |1] =1 T
2% _ '\
|1 2 8 -Ax -3 <24 - x 2% 3% jn %
: 2 : ).
s 7 1.

En este caso, no hay corrimiento.

Tomando el intervalo de un ciclo,

se determina el punto medio y los Vy

puntos intermedios.

0 i 2}3 3=x 4::

Determinando algunas imagenes para f(x) = sen (% x)

f(0)=sen(0)=0; f(x)=sen (%): 1,  f(2x)=sen(n)=0; f(3u)=sen(3T”)=-1

Sf{4n)=sen(2r)=0 -

Rangodef: [-1,1].
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c) f(x)= cos(x - -:—)

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

O0<x- ; < 2m tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcién.

T 9 A
—<X< — resolviendo.
4 4 s
Dominiode f = R T1
Amplitud: |1] =1 '\ T
< 1 L L 1 L
" T N A W
4
Periodo: ﬁ =2z BT %
<+ -1
Corrimiento: % (nétese que el corrimiento es
el extremo izquierdo del intervalo donde hay un
ciclo de la funcién). Wy

Determinando algunas imagenes para f (x) = oos(x = 5)
f(%) =cos(%--;5) =cos (0) = 1 f(%f] =cos(::—"—;) =cos(—)=0,
S (245) = cos(s—“-f) = ¢cos () = —1; j(?{-) = cos(-"f—-:-) = cos[%) =0

Notese que los angulos resultantes (en el argumento), después de sustituir el valor para x, y simplificar,
se obtienen angulos cuadrantales. Ademas se puede notar que las unidades en el intervalo donde se da

. 2x n 3=n 3n Sn Sn x n
un ciclo d rafi n cada — ~pa —, Ué — pasaa —,de — pasaa — yde —
clo de la grafica est aa4(de4psaa4 de == p : . Pa 2 Ve -
pasa a %" y asi sucesivamente). Si es necesario agregar mas unidades hatia la derecha, no es dificil

ver la sucesién de las mismas: "“. 13". 15“. UL
4 4 4 4

izquierda, en la misma secuencia con valores negativos, segun lo requerido en la recta numérica.
Ademas, si se compara la gréfica de las funciones de los incisos a) y b) (funcién seno), éstas tiene la
misma forma con esta Gltima.

, ***. De igual manera se puede extender hacia la

Rangodes: [-1,1].
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d) f(x)=-3senx
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.
0<x<2n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcién y resolviendo.

Dominiode f = R

_ A
Amplitud: [-3] =3
Periodo: 2% 2n +2
|
-1-
En este caso, no hay corrimiento < : :

Tomando el intervalo de un ciclo,
se determina el punto medio y los
puntos intermedios.

[
Nﬁ
A
»
]
nf
1
1
i L
+
NEE =
n“,‘.i,.
»
A
]
"

b -;- % i21 = qby'
Determinando algunas imagenes para f (x) = -3sen x
7(0) =-3sen (0) =0; 2 (1;-) = —3sen(%) =-3; f(x) ==3sen (x) =0;
3 [3—;-) = -3sen (3—;-) =3, f(2x) = -3sen (2n) =0
Rangodef: [-3,3].
e) f(x)=cos(x)-2
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.
0<x<2n tomando en el centro de la desigualdad, el argumento de la funcién y resolviendo.
Dominio de f = R N
+
Amplitud: |11 =1
42

Periodo: 2 2n A

|1

Corrimiento: no hay

Tomando el intervalo de un ciclo,
se determina el punto medio y los
puntos intermedios.

) i 1
T Al 1

n 3= 2x
2

.T

N T
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Determinando algunas imagenes para f (x) = cos (x)-2

F(0)=cos(0)-2=1-2=~1; f(§)=cos(%)-2=o-2=-2;

FRE -2 mA =gy f(gzz) =c05(§2£] —2=0-2=-2
f(2m)=cos (2r)—2=1-2=~1

Procediendo a graficar se liega a la misma. Por practica nuevamente, se determinan los interceptos con
los ejes coordenados.

Determinando l,; haciendo x = 0
fix)=cosx-2 Y f(0)y=cos(0)-2=1-2= -1 obteniendo que I (0, =1).
Determinando l,; haciendo y =0

f(x)=cosx—2 6 cosx = 2. Notese que esta ecuacion no tiene solucion (cos x >1) y por tanto, Iy no
existe.

Rangodef: [-3,-1].

f) f(x) = cos (3x)
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.
0<3x<2n tomando en el centro de |a desigualdad el argumento de [a funcion.

0<x=< gf- resolviendo.

N
Dominiode f = R a

) 1
Amplitud: |11 =1
PerlOdO: 2“ = Zz I\ L | 1 i 1 4 -
]-3_l 3 oy ™ Ll T T 1 J  xa y
o _fx 28 A _x fx A & fx 2n j\ I5-
: : : 6 T TR\ Y s\ 3 /2 3 6 6
Corrimiento: no hay T
+ =1

Tomando el intervalo de un ciclo, g
se determina el punto medio y los i
puntos intermedios.

\l’y'
Determinando algunas imagenes para f (x) = cos (3x)
=" e e Y- n = T) A
£(0) = cos (3(0) = cos (0) = 1; f (E) - cos (3(5)) - cos(5) =0

) ronlofg)) omm= (5=l - F) 0
1(5) ool o(3)) oo~ |

Trazando la grafica y se tiene el Rangode f: [-1,1 ]:
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g) f{x) = -2cos (3x - —:—)

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

0<3x- :1:- <2n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcion.
¥y
= S x=< ﬁ resolviendo. N
12 4
Dominiode f =R 42
Amplitud: |-2] =2 /\ T /\ /
e ; : : : : : >
. 13n 3x _7x e X /= 5x 3x 13x
Periodo: 2~ = 2% 2 12/14'12%12.‘4 '1% 12 [4 12 12\ 4 1
{3 3
by n +-
Corrimiento: e (nétese que el corrimiento es
el extremo izquierdo det intervalo donde corresponde
un ciclo de la funcion). Q /
y’

Tomando el intervalo de un ciclo, se determina el punto medio y los puntos intermedios.

| N—
I

=
12

I i l
’ \

1
x 5% Ix 31
s 12 12

(]

Determinando algunas imagenes para f (x) = =2¢os (3.: - %J

i (—%: = -2c0s (3(%) . {-J = —2c0s(0) = -2; f (%) = —2c0s [3[%) s %J =~ 2cos(§) =0;
f (%: = -2cos (3(—?—;) - %] = ~2cos (n) = 2; S/ (:—;] = -2¢c0s (3(:—3 -~ -}J = -2¢0s (37“] =0
7 (%: = -2c0s (3 (%’5] = %} = =2cos (2x) = -2

Trazando la grafica mostrada.

Rangodes: [-2,2]

h) f(x)= %sen(-z,ug) .

Cuando se tiene el caso que b < 0, es preferible escribir la funcion de forma equivalente (no es
obligacion), si no considera este hecho, su grafica la veré reflejada un ciclo a la izquierda y el desfase no

le coincidira cuando le aplique la formula, pues ésta estara desfasado a la izquierda.

Véase:
Sx)=

sen (—2x + %J -1  funcién dada.

sen [-(2.: - g]] —1 extrayendo el signo negativo del argumento como factor comun,

= —% sen (Zx - -;—) -1 aplicando identidad sen (= ) =—sen B. Esta es su equivalente.
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Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la funcién equivalente.

0<s2x - 1:3- <2n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcion.
T = ?
—<SX< — resoiviendo.
6 6
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la funcion dada.
0<s-2x+ 33- < 2n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcién dada.
n T T g
=3 <-2x<2n 5 sumando — = en cada lado de la igualdad.
z 5n i
- L -2x < — simplificando.
3 3
Sz n ’
—-6— < x< -é- dividiendo por —2 ambos lados de la desigualdad. Recuérdese propiedades de la desigualdad.

Este hecho, lo vuelve un poco mas complejo, si se considera la funcién cuando b < 0.
Dominiode f =R

--;-l =1. periodo: 2= =x; Corrimiento o desfase: —% =

2' 2]

Tomando el intervalo de un ciclo de la funcién equivaiente, se determina el punto medio y los puntos

intermedios. Notese que las unidades estan cada ::—’2‘ g 1@'

.‘.,lwla
ol

Amplitud:

| b

} R S
5x 2z Al Iz
12 3 12 6

DA

Determinando algunas imagenes para f(x) = %sen (-Zx + 5) -1

3
f("é):’%se"(z(%)‘%) ~1==Zsen (0)=1=-1;
1 (58)=-Lsen(d(%)-5) -1 =-geen(3) - 13 1%

f(i’ﬁ):-lsen( 3’-‘-)—%] -1 =—-;-sen (r)-1=-1;

3

11n 1 11n T 1 3n 1 1
~Ll=—=sen|2—|-—=|=-1=—= 2l 1= (-1)-1===;
j(12) 2 » ((12) 3] ZSen(2) A 2( ) - S

f (31] =—%sen(2(zg-)—-§-) -1= —-;-sen (2x) = 1=-1

Trazando la grafica.
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Rango de f: [—% +(=1), -;-+ (_1)] = [,g , _%]

Noétese que el rango se puede determinar sin necesidad de trazar la grafica. Retomando la funcién
general, ya sea para la funcion seno o para la funcién coseno de la forma Six)=asen(bx+c)+d 0o
S{x)=acos (bx + c) + d, éste se determina utilizando el intervalo de la forma [ ~[a] + d, |a] + d].

i) flx)= 3cos(x & %) +1
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

Osx+ -g- <2n tomando en el centro de la desigualdad el valor del angulo de la funcion.

—%s x< 1% resolviendo.
Dominio de f = R; Amplitud: |3 = 3; Periodo: '2—1’% = 2m; Corrimiento: --’é‘-

Tomando el intervalo de un ciclo, se determina el punto medio y los puntos intermedios. Nétese que las

. 3n N
unidades estan cada — . U8
= b t 4 g |
A X Sx 4z 1=
B 3 6 3 3

Ll

F B g\ % i\ & /& i L\
_ 3\ "% | . BXN® I W B
Determinando algunas imégenes para:
+-2

f(x)=3cos(x+§J +1
f(-%) =3cos(—-:—+§)+1=3cos(0)*1 = 4, Vy'
f[§)=3cos(§+§] B 1=3cos(§] +1=0+1=1;
f(%’f)= 3ws[§g+%)+ 1=3cos(n)+1=-2;
j(‘a—")=3cos(%+§) B 1=3cos(3—:-] +1=3(0)+1=1;
f(l’l]= 3cos(131+3) +1=3cos (21) +1=4

6 6 6
Trazando la gréfica.
Rango de f: en forma general, [ ~[o| + 4, |a| + 4] 6 [-3+1,3+1] =[-2, 4] e

2+3J§

Verifiquese que I,(o, ) y que para determinar los I, se debe resolver la ecuacién

oos(.n%) = -%. Se puede mostrar que para ésta no es posible determinar los valores exactos sino

Gnicamente valores aproximados y haciendo uso de una calculadora cientifica.
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Ejempio 2 | Para cada funcién dada, trazar un ciclo de su grafica e indicar: amplitud, periodo, el
desfase o corrimiento y el rango.

a)f(x) = %cos(aw 2) -1 b)) =-sen(%x+xJ =2 ©)f(x)=cos (x+2)+1
Solucién:

a) f(x) = 5cos(“ 2] -1

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma,

O<x+ g <2n tomando en el centro de la desigualdad el valor del angulo de la funcién,
= S X< L resolviendo
2 2 '
22 . e 2 g . 2x ook . =R
Dominio de f = &: Ampilitud: |=|= 3 Periodo: l—’- =2n; Corrimiento: T

Tomando el intervalo de un ciclo, se determina el punto medio y los puntos intermedios. Notese que las
unidades estan cada 3 2

ol T
Nt
wjed

Determinando algunas imagenes para f(x) = §cos [ x+ -;-) ~1

f(—-:—] = gcos(—gq-g) -1= -:-cos(0)~1 —(1)—-1 -—-

7(0) = '§'°°S(°+§) -1 §°°s[§) =2(0)1=-1;
S (x) =§cos(u+:)-1 = cos(?) = -(o)_1~-1

3x)_ 2 3x xn o L A
f(?) 3cos(2 2) 1-—-cos(2n)-1--(1) 1 =

Trazando la grafica.

Rango de /' en forma general, [—Ia[+d,|a|+d] 6 [_5_1,.;"._1] = [,i _1],



51 FUNCION SENO Y FUNCION COSENO 147
1
b) f (x) =-sen(5x+n) -2
Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.
0< %x +n<2x tomando en el centro de la desigualdad el valor del angulo de 1a funcién.
~2n<x<2x resolviendo.
i0n = /\y
Dominiode f = R
Amplitud: -1 =1 T
+ 2
Periodo: 21" =4n
5 SR L 1 "y ] 1 L 1 L L Mg
Corrimiento: —2x O em s 2 w o Ta
Tomando el intervalo de un ciclo, /\
se determina el punto medio y los \/
puntos intermedios. Notese que las i
unidades estan cada =. V.
y

— i

L 4 l
22 -x 0 ® 2x

Determinando algunas imagenes para S(x)=-sen (%x - 1:) -2

S (-2m) = ~sen (%(-2n)+1:) -2 =-gen (0)-2 = 0-2 =-2;
£)=—sen (=) ox) =2 =~sen(2) ~22-1-2 = 3

f(0)=—sen(%(o)+x) —2 =—sen(r)=2=0-2 =-2.
j(u)=-sen[-;-(x)+n) -2 =—sen(%’1] -2==(-1)-2 =-1;
f(2n)=—sen(-;-(2x)+n] ~2=-sen(2rn)-2=0-2=-2

Trazando la grafica.
Rango de f: en forma general, [-a[+ d,]a] +a] © [-1-21-2] =[-3,-1].

¢)f{x)=cos (x +2) + 1

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

0<sx+2<2xn tomando en el centro de la desigualdad el valor del &ngulo de la funcion.
~2<x<2n-2 resolviendo.

Dominiode f = R

Amplitud: |11 =1
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Periodo: Iszl =2n
Corrimiento: -2
Tomando e! intervalo de un ciclo,

se determina el punto medio y los
puntos intermedios. Notese que las

PJ'

TS . i e sy LT ) P v S e
unidades estan cada % Attt KTT B i a =
k + + t 4 4-2
-2 x4 -2 3z-4 2x-2

2 & i !
Determinando algunas imégenes para f(x) = cos (x+2)+1 \j, ¥
f(-2)=cos(-2+2)+1=cos (0) +1= 1+1=2:
(5o (5] 11
f(x=2)=cos(n-2+2)+1=cos (R)+1=(=1)+1= 0
f[3“2‘4]=cos(3"“+z)+1=oos(3’£) +1= (0)+1=1
f(2rn-2)=cos (2n—2+2)+ 1=cos (2r) +1= (1) +1=2
Trazando la grafica mostrada anteriormente.
Rango de /' en forma general, [ -|of+d,|o|+d] 6 [-1 + 1, 1+1] =0, 2]. a

Ejemplo 3 | Para cada funcién dada, trazar dos ciclos de
desfase o corrimiento y el rango.
a) f(x) =Cos(x+-;-) =2
Solucién:

a) f(x)= cos(x +-’25)—2

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de ia misma.

0<x+ o~ <2n tomando en el centro de la desigualdad,
el argumento de la funcién,

su grafica e indicar: amplitud, periodo, el

b) f(x) =-2sen (x - =) - %

—% £xs —31 resolviendo.
Dominicdef = R
Amplitud: [1] = 1 - R ool

Periodo: |311’|- =2n

Corrimiento: —%




5.1 FUNCION SENO Y FUNCION COSENO

149

i unidades estan cada % i

1 1
T T

I IEE:

Determinando algunas imagenes para f (x) = cos [x + %J =

j(-%)=cos(—%+§) ~2=¢e8(0)=2= 1-2=1;
/(o)=cos(o+§] _2=cos (%] _2=0-2=-2:
f(-;-) =cos(§+§) ~2=cos(x)-2=-1-2=-3;
f(u)=cos(u+§) -2 =cos [%) —2=0-2=-2;

f[s?“] =cos(3;—+§) — 2= cos (2n) —2=1. -2=-1

Observando la secuencia de las unidades y de las imagenes, se traza la gréﬁca (dos ciclos).

Rango de f: en forma general, [ ~|a| + d,|a| + 2] 6 [-1-2,1-2] - [-3, -1].

b) f(x)=-2sen (x—m) - %

Determinando el intervalo donde se traza un ciclo de la misma.

0<x-n<2n tomando en el centro de la desigualdad el argumento de la funcién.

nsx<3n resolviendo.

Dominio de f = R; Amplitud: |-2| =2

Periodo: 2 . 2n; Corrimiento: n

11

Tomando el intervalo de un ciclo, se determina el punto medio y los puntos intermedios. Notese que las

Tomando el intervalo de un ciclo,
se determina el punto medio y los
puntos intermedios. Notese que las

unidades estéan cada % .

1 ) 1
1 \J AJ

* 3x 2x Snr 3
2 2

Determinando algunas imagenes para f(x) = —2sen (x —x) - -;-

f(x) =-2sen (x —n)-%=-—2$en(0)-%=0—

N -

sile
21

Vv
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f(2ﬂ)=—288n(21t—1t)'-———289!‘\(1!)———0-%=-—-%

- L 9%} A ol VB
f(——)—-2sen(———x)-5 Zsen( ) > 2(-1) =52
f(3r) = —2sen (3n - ) — ~ =—2sen (27) ~ + =0+ =_1

2 2 2 2

Trazando la grafica, ndtese la secuencia de las unidades.

Rango de ' en forma general, [~|o| + d,[a]+a] © [—2 ~—;-,2-%] = [_3,3], s

Ejemplo 4 | Para cada grafica dada, determinar una ecuacion de Ia forma y=asen (bx + ¢) y otra de
la forma y = a cos (bx + ¢) de tal manera que: a y b sean positivos y que ¢, sea el minimo
numero real positivo. '

b)

Solucién:

a) Determinado una ecuacion de la forma y =asen (bx +c), cona y b positivos y ¢, el minimo
numero real positivo.

Observando la grafica del inciso a), se tiene que la mayor imagen es 3 y la menor imagen es -3,
esto significa que su amplitud es 3. Luego el valor para a es 3. Ademas se puede determinar que la
longitud del intervalo donde esta trazado un ciclo es 2n. Se conoce que en una funcién de la forma
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f(x) = asen (bx + ¢), tiene como periodo P = 2 Luego 2z = l%l

6]
dice que debe ser positivo (notese que si |6 |= 1, entonces b = + 1). Hasta este momento se conoce el
valor para a y el valor para b, falta por encontrar el valor para ¢. En la misma grafica, si se observa un
ciclo y se recuerda la forma de la funcién elemental f (x) = sen x, ésta tiene un desfase de —-n. En la

6 |b|=1, de donde b = 1, ya que se

funcién general se determiné que el desfase o corrimiento esta dado por —-E. Luego se tiene que

= —x, en donde al asignarle el valor encontrado para b, y despejando para ¢ se tiene que: -% =—x 0

I o|n
A

c

Se tiene entonces que la ecuaciéon buscada es y = 3sen (x + =n).

Para determinar la ecuacién de la forma y =a cos (bx + ¢), se utiliza el mismo procedimiento, donde
la amplitud es 3 (e = 3), el periodo es 2=, (b = 1). Para encontrar el valor de ¢, en la misma gréfica, si se
observa un ciclo y se recuerda la forma de la funcién elemental f (x) = cos x, ésta tiene un desfase de

—%. Luego se tiene que —-;? = -%, en donde al asignarle el valor encontrado para b, y despejando para

" C T T
csetieneque. —— =— — O e=.—.
9 Sl Ak

Luego la ecuacién buscadaes y = 3cos(x - %] :

Notese la similitud de la grafica de una funcion seno y de una funcién coseno, lo que implica que dada
una gréafica con estas caracteristicas, se puede determinar una ecuacion de la forma y=acos (bx+¢) ©
de laforma y =asen (bx + ¢).

b) Determinado una ecuacion de la forma y=asen (bx+c),con a y b positivos y ¢, el minimo
nimero real positivo.

Observando la grafica del inciso b), se tiene que la mayor imagen es 2 y la menor imagen es -2, esto
significa que su amplitud es 2. Luego el valor para a es 2. Ademas se puede determinar que la longitud
del intervalo donde estd trazado un ciclo es = Se conoce que en una funcion de la forma
2% 2n
|6 ||
dice que debe ser positivo (ndtese que si |5]= 2, entonces b = + 2). Hasta este momento se conoce el

valor para a y el valor para b, falta por encontrar el valor para ¢. En la misma grafica, si se observa un
ciclo y se recuerda la forma de la funcion elemental f(x) = sen x, ésta no tiene desfase.

Luego y = 2sen (2x).

f(x) = a sen (bx + ¢), tiene como periodo P = Luegon = — & |b|=2, de donde b =2, ya que se

Para determinar la ecuacion de la forma y = a cos (bx + c¢), se utiliza el mismo procedimiento, donde la
amplitud es 2 (a = 2), el periodo es n, y b = 2. Para encontrar el valor de ¢, en la misma grafica, si se

observa un ciclo y se recuerda la forma de la funcién elemental f(x) = cos x, ésta tiene un desfase de % :
Luego se tiene que -% = %. en donde al asignarle el valor encontrado para b, y despejando para ¢ se
tiene que: —= = = § ¢=——=.

R, e
Luego la ecuacion buscada es y = 2cos (Zx » %) .
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¢) Determinado una ecuacién de la forma y=asen (bx+c), con a y b positivos y ¢, el minimo
numero real positivo.

Observando la grafica del inciso c), se tiene que la mayor imagen es % y la menor imagen es —%, esto

significa que su amplitud es -} luego el valor para « es -';'- Determinando la longitud del intervalo donde

2n

esta trazado un ciclo, el cual es 4. Se tiene que si P = 2% entonces 4 = o] 6 lsl= % de donde

1]

b = —. En la misma grafica, si se observa un ciclo, ésta tiene un desfase de -2x, luego —% = -2=, en

N

donde al asignarle el valor encontrado para b, y despejando para ¢ se tiene que: —% =-2x 6 ¢= =
2
Se tiene entonces que la ecuacién buscadaes y= ;sen (%x + n).

Determinando la ecuacién de la forma Yy = a cos (bx + ¢). Se tiene que la amplitud es %(a=%}, el
periodo es 4x, [b=-;-]. Encontrando el valor de ¢, en la misma grafica, se observa que hay un desfase

de —=x. Luego se tiene que —% = -m, en donde al asignarle el valor encontrado para b, y despejando para
¢ se tiene que: -% =-n 6 c= g

2
Se tiene entonces que la ecuacion buscadaes y= g-cos (x + -:-J :

-

d) Determinado una ecuacién de la forma y=asen (bx+c),con a y b positivos y ¢, el minimo
nimero real positivo.

Observando la grafica del inciso d), se tiene que la mayor imagen es 4 y la menor imagen es -4, esto
significa que su amplitud es 4. Luego el valor para a es 4. Determinando la longitud del intervalo donde

esta trazado un ciclo, éste es n. Se tiene quesiP = rﬁ , entonces x = 1277; 6 |61=2, de donde & = 2.En

la misma gréafica, si se observa un ciclo, esta tiene un desfase de —{-, luego -% = -%, en donde al

asignarle el valor encontrado para b, y despejando para ¢ se tiene que: ——;- ==Z g ¢= ; .

4
Se tiene entonces que la ecuacion buscada es y=4sen (2x N -’2'-] .

Determinando fa ecuacién de la forma Yy = a cos (bx + ¢). Se tiene que la amplitud es 4 (a = 4), el
periodo es =, (5 = 2). Encontrando el valor de ¢, en la misma grafica, se observa que no hay desfase.

Se tiene entonces que la ecuacion buscada es y =4cos (2x). n



5.1 FUNCION SENO Y FUNCION COSENO 153

Bjercicios 5.1

1. Para cada funci6n dada, trazar su grafica e indicar: dominio, amplitud, periodo, el desfase o corrimiento y el rango.
Ademas determine los interceptos con los eje coordenados (respuestas de los interceptos, se deja al lector).

a) f(x) = %sen 3x b) f(x) = —2sen [-;- x) ¢) f(x) = 3cos (x i %)

d) f(x)=-3sen (2x+7) + % e) f(x) = 2cos(3x . EJ - f) fix)= —4cos[§ - 2x)
Q) f{x) = —cos(llx = g] =4 h) f(x) = -% sen(-% + g] +2 i) fl)= 2cos(3x + 12‘-) +1
b)) f(x)=3sen(xx—§) -1 K) f(x)=-%cos[-%x+n) +3 1) f(x)=sen (3x+2) + 1

2 Para cada funcion dada, trazar un ciclo de la gréfica e indicar: dominio, amplitud, periodo, el desfase o corrimiento
y el rango. Ademas determine los interceptos con los eje coordenados (respuestas, se deja al lector).

a) f(x)= %sen (Zx) +1 b) f(x)=-3sen(-%x+%) c) f(x) =oos(x—§] +1

d)f(x)=—2¢os(—;-x+x) +2 e) f(x)=2cos(x-§] -3 ﬁf(x)=—2008(3x+§] -1

3. Para cada funcién dada, trazar dos ciclos de la gréﬁcav e indicar: dominio, amplitud, periodo, el desfase o
corrimiento y el rango. Ademas determine los interceptos con los eje coordenados (respuestas de los interceptos,
se deja al lector). :

a) f(x)=—2005(3x—§) -1 b) f(x)=—§sen(x+§)+1 c) f(x)=3oos(2x+§) -1
d)f(x)=283n(%x—nJ -3 e) f(x)=—-}cos(-1—x—,n) +2 f) f(x)=—2$en[2x+§) +1

4. Para cada gréfica dada, determinar una ecuaciéon de la forma y=asen(bx+¢), y otra de la forma
¥ = acos (bx + c) de tal manera que: a y b sean positivos y que ¢, sea el minimo nimero real positivo.

a) NY
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5.2 FUNCION TANGENTE Y FUNCION COTANGENTE

El procedimiento a seguir para trazar la grafica de una funcion tangente y cotangente, es similar

sen cos
s y quecotx= =

oS x senx

trazo y el andlisis de estas funciones, asi como también las que se definiran en la proxima seccion.

al de la seccion 5.1. Si se recuerda el hecho que, tanx = , esto facilitara el

En ésta seccion se aprendera a trazar las graficas de la funcion tangente y la funcién cotangente
debido a que sus caracteristicas son muy similares. Los tipos de funciones que se consideraran en esta
seccion se describen en el siguiente cuadro.

Funcion tangente Funcion cotangente
flx)=tanx f(x)=cotx
fx)=atanx f{x)=acotx
f{x)=atan bx f(x)=acotbx
f(x)=atan (bx +c) f{x)=acot(bx +c)
flx)=atan (bx+c) +d e flx)=acot(bx+c)+d
L= —L =

cuadro 1

Se comienza trazando las graficas de la funcién tangente y de la funcién cotangente elemental.
Véase las siguientes graficas fig. 1 y fig. 2 que con auxilio de la tabla 1 se grafica la funcion tangente, en
un subconjunto de su dominio (fig.1) y luego en un intervalo (fig. 2). Recordando que la funcion tangente
y la funcién cotangente tienen un periodo de = (el valor de la funcién tangente o de la funcion cotangente
se repite infinitas veces). En estas funciones hay otro detalle, tanto para la funcién tangente como la
funcion cotangente, existen infinitos valores para los cuales no estén definidas dichas funciones. Esto -

implica que tanto la funcién tangente como la funcién cotangente no tienen como dominio el conjunto de
los nimeros reales.

Trazando grafica de la funcion  f(x) =tanx

Por facilidad, se expresa f(x) =tanx = ::nx' nétese que esta funcion esta definida para cualquier
x -

numero real excepto donde cos x = 0.

+ 2k

Determinando los valores donde cos x = 0, se tiene que x = -’2f-+ kn 6 x== para k eZ.

Esto implica que el dominio de f(x) =tanx es: R - { = +22'”' Lk el}

Recordando del algebra, acerca de las funciones racionales, por las caracteristicas de la misma, estos
valores prohibidos encontrados en esta funcion los cuales son infinitos, determinan asintotas verticales,

: SR + 2k
las cuales se generalizan de la siguiente forma: x = - 2 Z conkez

Asignandole valores consecutivos a &, se determinan algunas asintotas verticales consecutivas. Vease:
x=—3“ R e L entre otras
2 2" 2’ 2’ :
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La tabla 1 muestra algunos valores asignados a x para obtener valores de ¥ (imagenes y preimagenes)

en el] -3?”,3—;[ - Notese que los valores que se obtienen para », estan en ] — o, +ao[, lo que implica que
el rango de la funcion tangente es R.
(x)=tanx -~ S (x)
4 A o A A
A A A
I I i | s I —544 i
! [ E .11 i |
| I | ! I I ~n 0
i i O I |
! ! I I I I _3= 1
A P TEe 41 T :
A Ay : > - -1
2 =3 | A 3 Sx 3% 2 /n 3 fx | x
| ? e L. 3 ? | 0 0
1T AT Y R
I I I g [ | 'y 5
| O 2 O
[ I T
3= Wz
2 V2 \ Voo v 4 !
\/y' n 0
fig .1
2 1
tabla 1

[ Las siguientes, figuras muestran un ciclo de f(x) = tan x. En el inciso a) se traza en el [0,1:] y en el
! ciso b), en el ] —gg[ que es lo mas usual, cuando se pide trazar un ciclo de la misma. Notese que al
b

trazar un ciclo de la gréfica de esta funcién, en ésta se extienden las flechas en ambos extremos de la
curva. Este hecho, no implica que esa sea toda su grafica. Comparando con la grafica de la funcién seno
y coseno, se ha dicho que es suficiente el trazo de un ciclo y agregar flechas en ambos lados de la curva.
| En el caso de la funcién tangente y cotangente, es conveniente, trazar por lo menos dos ciclos, a menos
que pida lo contrario.

|
|

N A A NY A
| 1 I
T | | i |
I I !
T2 i I 12 |
| I I
+ | | § i
1 | I
<+ L B o e <S>
!l’ f n X x -% x n X
. + - 2
. I f I
I I I
42 i I +-2 |
I i I
T I | T |
vy ¥ v vy v
a) b)
fig .2

Para trazar la gréafica de f (x) = cot x, se sigue el mismo procedimiento que para f (x) = tan x. Véase,

. _ cosx
que f(x)= cotx =

. Nétese que esta funcion estad definida para cualquier nimero real excepto

donde senx = 0.
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Determinando los valores donde sen x = 0, se tiene que x = k=, parak €Z.
Esto implica que el dominio de f(x) = cotx es: R- {kn, keZ}

Luego el conjunto de asintotas verticales, estan dadas por: x = k=, conk € Z.

Asignandole valores consecutivos a k, se determinan algunas asintotas verticales (A. V.). Véase
x=-2%, x=-x, x=0, x=m x=2x entre otras.

La tabla 2 muestra algunos valores asignados a x para obtener valores de y (imagenes Yy
preimagenes) en el] -, 1:[. Notese que los valores que se obtienen para y, estan en ] —m, +oo[, lo que

implica que el rango de la funcién cotangente es R. Ademas la funcion tangente crece en todo su
dominio, mientras que la funcion cotangente, decrece en todo su dominio.

f(x)=cotx
A)’
A A A : A A A
| | i 2 | I i
i I I ' I | i x | fx)
1S O N S O N
| I
: i | : : I i -3 3
| | - | |
| ;.3 0
| i I | | -
D i e B L ::L44= ——+ +;+% _;_
¥ -3k - k _E | = % % I x -3 -1
| | "2\ £ 2\ 1 2\ |
| : : , : } | z 1
i | i
i I I T'z | I | = 0
| | o X1 | | 1 2
| ! 1 l | 1 | 3; -1
V 0
4 tabla 2
fig .2

La siguiente figura muestra un ciclo de f(x)=cotx, enel ]o,n [

p
T
! |
+ I
| ]
+ |
| |
PR B N e
x I' ¥ 2n x
T I
|
T2 :
| !
+ i
I
vy v

Se procede a analizar y trazar las graficas de funciones de la forma f(x) =atan (bx +¢c) + d 0
flx)=acot(bx+c)+d.

La siguiente propiedad indica el efecto que tienen las constantes (reales) a, b, ¢ y d, en cada
una de las ecuaciones que representan la funcion tangente y cotangente, que es muy similar al
enunciado para la funcién senc y para la funcion coseno.
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Propiedad1 Si f(x)=atan(bx+c)+d o f(x)=acot(bx+c)+d, para numeros reales a, b, cy d,

- con a y b diferentes de cero, la grafica tiene un periodo de — y un desfase o corrimiento

||

en —%. El valor para d se ve reflejado en el punto donde se da el cambio de concavidad.

El rango es el conjunto de los numeros reales (R).

En estas funciones, a indica si la funcion crece o decrece. Para el caso si @ > 0, la funcién
tangente crece en todo su dominio, mientras que la funcién cotangente decrece. Ahora si « < 0, la funcién
tangente decrece y la cotangente crece. Se habra notado que para trazar la grafica de una de estas
funciones, es prioridad determinar el dominio, pues esos valores para los cuales no esta definida la
funcién, son los que permiten expresar las ecuaciones generales de las asintotas verticales existentes.
Una vez que se tiene algunas asintotas verticales consecutivas, se procede a encontrar el punto medio y
los puntos intermedios de dos asintotas consecutivas, para proceder a encontrar las imagenes. Si no se
pide lo contrario, sera suficiente determinar tres asintotas consecutivas para trazar dos ciclos de su

grafica.

asintotas verticales, periodo, el desfase o corrimiento y el rango.

a) f{x)= mn(%x) b) f(x) = ~3tan 2x ©) fx) =oot(x--;5) =
d) f(x)=_200t(3x_%] ; e) f(x)=—%tan(2x—§J -1 f) f(x) =——§—oot(-x+%) +1
Solucién: ‘ '

" a) fx)= tan(%x)
Determinando el dominio de f

1
sen| —x
2

cos(lx)
Encon'trando los valores donde el denominador es cero (cos (%x) = O)

cos 1)< 0

£(x) =tan Gx) B

expresandolo en términos de seno y coseno.

2
%x= 1“:~+lm: ' . recuérdese que el coseno se hace cero en -.} +knconkeZ
X=m+ 24kn despejando parax, y conk e Z.

Luego el dominio de f es: R— { x + 2kx, con keZ }

_Las ecuaciones generales de las asintotas verticales esta dada por:

- X=m+2kn, conkelZ nétese que estas son infinitas rectas verticales.
~ Periodo: I—:i = 5 =2q; Desfase o corrimiento: -{- =% .,

N

1
2

Ejemplo 1 Para cada funcién dada, trazar su grafica e indicar: dominio, ecuaciones generales de las
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Encontrando elementos para trazar la grafica

>
-

Si x=m+2kn conk e Z, entonces, algunas

asintotas verticales (A. V) son:
X=-m,;Sik=-1, x=xn,si k=0,
xX=3m;sik=1

Tomando el intervalo entre dos asintotas i
consecutivas, se determina el punto medio

y los puntos intermedios y se calculan las

imagenes de los mismos.

—————— e — —— e

(-...____._u.._._.__-.__.—.)
1
o+
N4

I
=
1

NI,.-..-

o
~a

A

=
<

Determinando las imagenes para f (x) = tan (%x)

SOD-’—‘-. e—
f(O):tan(O):%((oo)lzgzo; f(l):tan(%):#:._z-:1

F
N

~ % < son(
(-3) =en(-5)=~en(3) -- )
COS| — —
4 2
Nétese que es suficiente determinar as imagenes anteriores y quiza sea suficiente dos (la del
punto medio y la de uno de los puntos intermedios) y luego se repiten los valores entre cada dos
asintotas verticales consecutivas. Recuérdese que el punto medio y su imagen, determinan el punto

donde hay un cambio de concavidad en dicha grafica (punto de inflexién) y que entre cada dos asintotas
verticales consecutivas, la forma de la grafica se repite.

Nuevamente, por practica se determinan los interceptos con los ejes coordenados.

Determinando |, ; haciendo x = 0

sen! —x
f(x)= tan [L) = M y SOy 2200 o0 n ohninngo i Iy (0, 0).
2 [1 ) cos(0) 1
cos 'E

Determinando |, ; haciendo y = 0
sianld G
f(x) -tan(2 x) 6 tan(zx] 0.

tan Gx) =0 ecuacion obtenida.
sen! }-x) & expresando en término de seno y coseno. Nétese que esta igualdad es valida dnicamente si
1 - sen (lx) =0.
cos(—x) 2
2
1 1 ;
sen 7% =0, si 3% =kn O x=2kn (despejando para ).

Luego, Ix(24kn, 0) conke Z E Rangode f =R.
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b) f(x) = —3tan 2x
Determinando el dominio de f
sen(2x)
cos(2x)
Encontrando los valores donde el denominador es cero (cos (2x) = 0)

f(x) ==3tan 2x = -3

expresandolo en términos de seno y coseno.

cos (2x) =0
n
2x = E + kx recuérdese que el coseno se hace cero en -’21 thmconkelZ
_ ®+2km :
= 5 despejandoparax,y conk e Z
) T+ 2KT
Luego el dominio de f es: R — ,conkeZ

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales esta dada por:

2
LSl ,conke”Z nétese que estas son infinitas rectas verticales.
Periodo: — = —= X Desfase o corrimiento: —< = —2 =0
(6] 2| 2 b 2
AN
Encontrando elementos para trazar |a gréfica A A A
| 1 : i
| I
Si x=2*2K% onk e Z entonces: [ 5 ' I
4 | T | |
| | I
. | 4 | I
Algunas asintotas verticales (A. V) son: | 1 I
<1 i i 1 1 l L L L g S
n . e > -~ T T T T T |
X=—— :_1, x:_.;5|k= ¢ x? b S E % s X
= Si k 2 0 s=t ¥ 3 : .
i ] | I
sl gik=1 I =5 | I
4 I | |
I I |
| 2 < | |
Tomando el intervalo entre dos asintotas X ¥ ¥
consecutivas, se determina el punto medio Wy

y los puntos intermedios y se calculan las
imagenes de los mismos.

{
.4
4

ofa
o+
ool

|3
-l -
4

Determinando las irﬁégenes para f(x)=-3tan 2x

£(0) = -3tan 2(0) = -3%:'((:-((01))))- = —35:5(13 =-3 [%) =0
= = sen %) ﬂ

f [3] = -3tan (Z(ED =-3 m(ﬁ) =-3 72.{ =-3(1)=-3

4 Z
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f{-Z] =-3tan|2|-= =—3t;n - =3tan. Z) = 3sen(%) - _‘i‘f:_ -
[ 8) [[ 3]] ( 4) (4) cos(%) ’J?E

Determinando |, , haciendo x = 0

sen(0) _ 3

sen(2x) £(0)=-3 = [%) =0 obteniendo que ly (0, 0).

=3 o 2x = -~
A e ? cos(2x) cos(0)

Determinando |, ; haciendo y = 0
fx)=-3tan2x © 3tan2x=0 6 tan2x=0.

tan2x =0 ecuacion obtenida. :
sen(2x) =0 expresando en témino de seno y coseno. Nétese que esta igualdad es valida lnicamente si
cos(2x) sen (2x) = 0.

sen(2x) =0, si 2x=kn & x= %’5 (despejando para x).

Luego, Ik (%’5,0) conke Z.
ElRangode f = R.

c) flx)= cot(x—-’i-) .
Determinando el dominio de f
COS(x - —4—)
flx)= cot(x - 1‘—) -2 = — =2 : expresandolo en términos de seno y coseno.

: (.4.)

Encontrando los valores donde el denominador es cero (sen (x - -’ﬂ = 0)

sen(x—f—)= 0
4

= :
x—: = - recuérdese que el seno se hace cero en cada kx,conkeZ.

despejando para x,y conk € Z.

n+4kr

Luego el dominio de f es: R - { , con keZ}

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales estan dadas por:

n+4kR

x= ,conkeZ - nétese que estas son infinitas rectas verticales.

-‘laia
"

Periodo. — = — =7 ; Desfase o corrimiento: -% ==

sl 1l

Encontrando elementos para trazar la grafica

&la
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Si x= ”:’" con k € Z, entonces:;

Algunas asintotas verticales (A. V) son:

x=—-§3;sik=-—1, xX= E;sik=0.
4 4

———————>

i

e Eogia <
n

Tomando el intervalo entre dos asintotas
consecutivas, se determina el punto medio
y los puntos intermedios y se calculan las
imagenes de los mismos.

-
o
FNERS

L L
oz X 3x
4 2 r

-

5

FNEY
el < B |
N

-

f(%)mmt[%-%] -2=cot(-:-] -2= :::((1) —2=1-2=-1
4
coSs 3—“)
f(n)=cot(n-§)-2=cot(3—"]-2- —2=-1-2=-3

w

®

S
e )
“[?f 'S
N

Determinando |, ; haciendox =0

cos X—E cos!-l‘.!
f(x)=cot(x——}]-—2= ( :) -2 y f(0)= 4) ~2=-1-2=-3. Luego, Iy (0, -3).

b8
sen| x —— sen| ——
[ 4 ( 4
Determinando |, ; haciendoy =0

f(x)=cot(x--§)-2 6 cot(x-§}—2=o 6 cot(x-%] =2

cot(x - %J =2 ecuacién obtenida.

x-==cot™(2)
4 Ademas, para esta ecuacién sus soluciones no son exactas.

x—% = cot™ (2) 6 x= cot™ (2) + % (despejando para x).

Luego, Iy (cot"(2)+%+lm.0) conke Z.

Rangode f =R

e

N

e — i

s | T

Nl:'....

V

Recuérdese que la cotangente es positiva en el primer y tercer cuadrante y que su periodo es =w.

»
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d) f(.\') = -2cot( 0= z)
Determinando el dominio de f

m(sx-z]

sen(3x - 2)
4

Encontrando los valores donde el denominador es cero (sen (Sx - %) = 0)

»

Silx)= -2001( x-—;) =2

expresandolo en términos de seno y coseno.

%
sen(3x-—| =0
-l
n
3x— ry = kx recuérdese que el seno se hace cero en cada kx, conk e Z
+4
X~ % 1;“ despejando parax, y conk e Z,

n+4kn
12

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales estan dadas por:

Luego el dominio de f es: R-{ , con kez}

w+4kn

x= = conkelZ notese que estas son infinitas rectas verticales.

Periodo: = = % = X : Desfase o corrimiento: =< = — —4_ - ©

o] 3] 3 b 3 12
Determinando elementos para trazar la grafica
Si n+4kn

x -
12
Algunas asintotas verticales (A. V) son:

con k € Z, entonces:

= -= sik=-1, x=-= :sik=0,
= 4 12

FL'._L

A

5n
=2L . sik=1
2

"

s
T

Tomando el intervalo entre dos asintotas
consecutivas, se determina el punto medio
y los puntos intermedios y se calculan las
imagenes de los mismos. vy

| -
¥

<———-—-—-—~'ln————————-->
aslln-‘-
K
~N
e
DA+
Bl
PSRN
B e >
(T N

'
Ty |
Sx
12

e

1

1
X
4

. X
2

Determinando las imagenes para S (x) = -2cot (31: - i'—)

| 2] =-2cot[3[Z)- %] = —2cot[ * =-2—cfj(—2£l=-2 LA
(-t
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3n

s [-}) = —Zoot(s(g-] i -"5] = -Zcot(n % %) - -2cot(i4’5) - -2$_

) =21 =2

ol

o ) .
e) fix)= 2tan(2x 3] 1
Determinando el dominio de f

3 1 sen(Zx - 3-)
flx)= -5 tan (2,\: - -;—r) -1= T e 1 expresandolo en términos de seno y coseno.
cos(Zx - %)

Encontrando los valores donde el denominador es cero (2005(2): - %) = 0)

"
2c0s (2:: ~ —] =0
3
2x ~ -:— = 1;-4- kn recuérdese que el coseno se hace cero en cada -% +hx conkeZ
_ S5n+6km 5
X= 12 despejandoparax, y conk e Z,

Sn+6kn
12
Las ecuaciones generales de las asintotas verticales estan dadas por:

Luego el dominio de f es: R - { , con keZ}

x= 5“::’“ .conke 2 nétese que estas son infinitas rectas verticales
P
Periodo: i—;-l = -’2-‘- J Desfase o corrimiento: —% = ——23- =X

Determinando elementos para trazar |a gréfica

Si x= 5':6"“ con k € Z, entonces:

Algunas asintotas verticales (A. V) son:

n 2 5n 3
X= —— Sik=-1, = — 8ik=0,
12 T

x:m;sik=1

A
|
|
|
|
|
|
|

4 }

X 5 _.E

3 L
|
|
|

12 |

|
\I/
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Tomando el intervalo entre dos asintotas consecutivas, se determina el punto medio y los puntos
intermedios y se calculan las imagenes de los mismos.

| s i 1 ']

T T RS |
-2 & x Iz 8=

12 24 6 24 12

Determinando las imagenes para f (x)= -% tan [Zx - ?’;—) -1

¥ =-1 E _l‘. — =-1 — :—..1 i o) — =—.1 9. — = — = -
f(;) ztan(z[s) 3] 1=—2tan (0) - 1 2 von0) ! 2(1) 1=0-1= -

X ed oo |- =1==dtan[-E) _qo 1 on(®) 1 T O
f(aJ ztan(z(zJ 3) 1 2tan[ 4) 1 2tan(“J 1 2(1) 1 3
Rangode 7 =R

f) flx)= -gcot(-“%) +1

Una funcién equivalente a esta es:

flx)= ‘§ OOt( (-1)(.1’ - %D + 1 factorizando en el argumento.
2 n " ’ .
= - 3 cotf x — -y +31 aplicando propiedad del angulo negativo.
2 L ) 5 ) 2
= -3~ cot| x - E +1 equivalente a la original; en estos Casos se trabaja con cualquiera de ellas.

Determinando el dominio de 74

2 Zcos(x - %
fix)= ECOt(X =~ %} 1= % 41 en téminos de seno y coseno y tomando la equivalente.

T
3sen| x ~ —
(" 6)

Encontrando los valores donde e denominador es cero (3sen [.\' - ﬁ) = O)

6
m
3sen ( X - -8-) =0 nétese que se pudo haber tomado dnicamente la expresidn; sen (x - —g) =0.
T
X —E = Akn recuérdese que el seno se hace cero en.cada & X, conkeZ
T+ 8km ,
= 8 despejando para x, y conke Z

Luego el dominio de S es R- { ’”:k" , con keZ}
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Las ecuaciones generales de las asintotas verticales estan dadas por:

nt+6k
X = : Z ., conkeZ notese que estas son infinitas rectas verticales.

Periodo: == x

I

Algunas asintotas verticales (A. V) son:

e A A
c b 4 | |
Desfase o corrimiento: -~ =——8 = I | |
' | I
Determinando elementos para trazar la grafica : ]'
i |
. +6k 4 . - | o
St x=I22F conke Z, entonces: X S5x 2z 1 I “x
6 3 12 3 12 s
I |
| |
| |
[ |
I |
v v

x=-2% sig=-t, x=% .six=0,
6 6

7n >
= — ;8Sik=1
& 6

Tomando el intervalo entre dos asintotas consecutivas, se determina el punto medio y los puntos
intermedios y se calculan las imagenes de los mismos.

1 L s ]
52 2x x 7
12 3 12 6

o

Determinando las imagenes para f(x) = %cot(x - -’é-) +1

' n
- cos(_J .
I(Zt :Ecot E-£J+1=_2.cot(£]+1=£—_2_+1=3(2J+1=0+1=1
3 3 2 3 (1:) 3 \1
88"‘2-

5 2 St = 2 n 2 2 5
—_— = - — e = - -— = - 1= -
f( J cot( )+1 cot[‘J +1 3(1)+ s ElEg

Il

12 3 12 6 3

11n 2 1M1z =& 2 3n 2 2 1

—_— - ——— ] == —_— |+ i= (1) +1===3+1= —
f( 12) 3c°t[ 12 6) 3C0t( 4) 3( )+ 3 3
Rangode f =R

Observacién: En el caso de la funcion tangente y la funcién cotangente, las unidades se pueden
obtener, determinando el punto medio y los puntos intermedios entre dos asintotas consecutivas y
observando la secuencia de los mismos. Cuando sea necesario, estas unidades se pueden extender
tanto a la derecha como a la izquierda, dependiendo de la necesidad que se tenga. Una vez calculada la
imagen del punto medio, sera suficiente determinar la imagen de uno de los puntos intermedios; un tercer
punto se puede obtener por simetria, recordando la forma de Ia funcién elemental tangente y cotangente.
Para trazar mas de un periodo, se toma como referencia el ciclo ya graficado.
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Ejercicios 5.2

1. Para cada funcién dada, trazar dos cicios de su grafica e indicar. dominio, ecuacién general de las asintotaé,
periodo, el desfase o corrimiento y elrango. Ademas determine los interceptos con los eje coordenados
(respuestas de los interceptos, se deja al lector).

a) f(x) = %tanax b) f1{x) = —2cot Gx) c) f(x) = %ot[x—g)

d) £(x) = ~3tan (2x + x) + % e) fix)= oot(ax -%) -1 f) £(x)=—2tan G- 2.:]

9) f(x)=-cot(4x—%) -3 h) f(x)=—%tan(—%x+§) £2 i) f(x)=200t(3x< %) .1
i f(x)=300t(x—-;-] -1 k) f(x)=-§tan(-%x+ ;)}3 1) f(x)=2cot(%x—n) -3
m) /) = -:-tan(—x+§) #1 ) f(x)!—oot(» %x+-§) o) f(x)=—2tan(-§x+x) 2
p) £ () =-§cot(§x- x] 2 q f@ n-2cot(3x ; %) -1 0 %) =3cot(2.r+ %) <of

5.3 FUNCION SECANTE Y FUNCION COSECANTE

Una vez analizadas la funcién tangente y cotangente, sera facil determinar los elementos para la
funcion secante y la funcion cosecante, dado que las cuatro se expresan como el cociente de las
funciones seno y coseno. Cabe recordar que el procedimiento planteado en este material no es unico,
pero la idea es que se aplique el mismo analisis que en las anteriores. Recuérdese el hecho que,

1
SeCx= —— y que csCx = ;
Cosx senx

En ésta seccion se aprendera a trazar las graficas de las funciones secante y cosecante, se
notara que sus caracteristicas son muy similares. Los tipos de funciones que se consideraran en esta
seccién se describen en el siguiente cuadro.

| Funcidnsecante [ Funcién cosecante
Sf{x)=secx S{x)=cscx
fix)=asecx fix)=acscx
S(x)=asechbx S(x)=acscbx
JS(x) = asec (bx + c) f{x)=acsc (bx + ¢)
fx)=asec(bx+c)+d flx)=acsc(bx+c)+d

cuadro 1
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Se inicia con el trazo de las graficas de la funcién secante y de la funcién cosecante elemental.
Vease la fig. 1y fig. 2 que con auxilio de |a tabla 1 se grafica la funcién secante,.en un subconjunto de su
dominio (fig 1) y luego en un intervalo (fig. 2) ya que la funcién secante tiene un periodo de 2x (el valor de
la funcion secante se repite infinitas veces). También en estas funciones, existen infinitos valores para los
cuales no estan definidas dichas funciones. Esto implica que el dominio no es el conjunto de los nimeros
reales.

Trazando la funcién f({x) =sec x

. Notese que esta. funcion estd definida para cualquier

Por facilidad, se expresa f (x) = sec x = .
cosx
numero real excepto donde cos x = 0.

Determinando los valores donde cos x = 0, se tiene que x =-’25 tkn 6 x== *22“ para k eZ.

Esto implica que el dominio de f(x) = secx es: R - { = +22k“, kel}

De donde se obtienen las ecuaciones generales que determinan las asintotas verticales, dadas por:

XxX= 1”22“ conkeZ.

Asignandole valores consecutivos a &, se encuentran algunas asintotas verticales. Véase:
3z n n 3n

XT—— X==——= x=— x= — entreotras.
2 3 =g 2

La tabla 1 muestra algunos valores asignados a x para obtener valores de y (imagenes y preimagenes)

en el]-a?". 3‘2—”[ Notese que los valores que se obtienen para y, estan en J-w,-1 JU[1,+=[, lo que

implica que el rango de la funci6n secante es J—<o,~1 JU[1,+o].

flx)=secx
AN x S (x)
A A A A A A
| | | ! | i
T T /1 | 8 |- f
I i | | | 1 4
| | I\ T% | | | -x -1
| ! | | | |
i I I | | I -2} -2
j I | 1 | !
€——+——————— A — > -< V2
X -3 | -2 _3 -n _% 2 x M 2x | 3= X 4
| 2 2 | 2 ) I 0 1
I I I I ! I
| | -~ | | i 2
i I I | | I
I | I I I ! 3 |-2
I | T | 4
V2 N N I x | -
\/y'
fig .1
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La siguiente figura, muestran un ciclo de

AY
S{x)=secx enel ]-E,-s—x-[ §
2 2
Notese que si se desea obtener un ciclo
de esta grafica, es necesario determinar
tres asintotas verticales consecutivas.

Si se pide la grafica de una funcién de este
tipo, sera suficiente trazar un ciclo y medio,
a menos que se indique lo contrario.

Podra notarse ademas que tiene periodo
de 2n y que el rango €S |-w,-1]U[1+wf . +

Recordar que lo dicho anteriormente es by
valido también para la funcién cosecante. fig. 2

-
-
~+
—
b
-
-~
—
-
-

llllll

VY

1
T
|

N

:‘-/\
ey
et e

A
D T | MY

Para trazar la grafica de f (x) = csc x, se sigue el mismo procedimiento que para f (x) = sec x.
. s s 4
Véase: f(x)=cscx -

, Notese que esta funcién esta definida para cualquier nimero real excepto
X
donde sen x = 0.

Determinando los valores donde sen x = 0, setieneque x= kn, parak ez
Esto implica que e! dominio de f(x)=cscx es: R- {kn, keZ}

Luego el conjunto de asintotas verticales, estan dadas por: x= &k, conk € Z.
Asignandole valores consecutivos a k, se determinan algunas asintotas verticales (A. V). Véase:

X=-2%, x=-m,x=0, x=mx, Xx = 2w, entre otras.

La tabla 2 muestra algunos valores asignados a x para obtener valores de ¥ (imagenes y preimagenes)
en el ] -n, n[ Notese que los valores que se obtienen para y, estan en el J-w,-1 JU[1,+[, lo que

implica que el rango de la funcién cosecante es J-o,~1 JU [, +].

fi{x)=cscx

AL
A A A : A A A ol RAL
I ! [ | [
[ [ | 1 [ [ | o
| [ | i | [ |
[ | [ [ | g
A A B A o
| | 1 T | | : x
S s 5 |2
¥ -k ok 3m-k x| x & 3% 2 ¥ x =
i =2 | + a2 I I y V2
! ! [ : | [ [
| r | | =
AT ® il
|
| I | " [ | I = | i
v v v | v \Z ¥
Vy'
Sk tabla 2
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b

-

‘La siguiente, figura muestra un ciclo de f(x) = csc x; en el ]0,2x[.

AY A A

I I |

T | {

& | | i

+ 1 |

| 1 |

+ ! I

] I I
&t
PO : t Z x

[ [

'l' I {

[ [

T g |

l I [

+ I |

vy’ v v

" Se procede a analizar y trazar las graﬁcas de funciones de la forma f(x) =asec (bx +¢) + d 6
fx)=acsc(bx+c)+d

. La siguiente propiedad, indica el efecto que tienen las constantes (numeros reales) a, b, ¢ y d, en cada
una de las ecuaciones que representan la funcién secante y cosecante.

- —— g

Propiedad1 Si f(x)=asec(bx+c)+d 0 [ (x) = a csc (bx + c) + d, para nimeros reales 4, b, cy 4,
2%

12|

§ en —-%. El valor para d se ve reflejado en la menor imagen y en la mayor imagen de cada

c o~y

con a y b diferentes de cero, la gréfica tiene un periodo de’ y un desfase o corrimiento

! seccion de la grafica mostrada entre dos asintotas verticales consecutivas. El rango se
determina mediante la expresion ]-w,—|a|+d JU[la| + d, +eo[ .

Véase los siguientes ejemplos y nétese algunas similitudes en cuanto al analisis con respecto a la
funcién tangente y cotangente.

Ejemplo 1 | Para cada funcion dada, trazar su grafica e indicar: dominio, ecuaciones generales de las
asintotas verticales, periodo, el desfase o corrimiento y el rango.

a) fix)= sec(x-l;-] —2 b) f(x) = —3csc(zx-§) -1 ofw =—§-sec(-—x+-§-) 1
Solucién:
a) f(x)=sec(x—§] -2

Determinando el dominio de /' -
1

cos(x-:z
4

Encontrando los valores donde el denominador es cero (oos (x - 3} = 0)

oos(x-%)ﬁ) 4

T

f(x)=sec(x-:)-2=

-2 expresandolo en términos de coseno.
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T T
x—z =E+Im recuérdese que el coseno se hace cero en -’%Hn:conkez.
3n + 4kn y
X= —-—;——- despejando para x,y conk € Z.

Luego el dominio de f es: R — { 3n + dkn

, con kel}

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales esta dada por:
_ 3n+ 4kx
x 2 —

2 : conkeZ nétese que estas son infinitas rectas verticales.
.
Periodo: 2% = 2% = on; Desfase o corrimiento: -+ = ——4 = X
ol 1l b 14
Encontrando elementos para trazar la grafica A

Si x= Eﬁz—“—” con k € Z, entonces:

Algunas asintotas verticales (A. V) son:

x:-.zt..;si =1, x=-§£;sik=0,
4 4

i\
A
i o
T

X
xﬁz}l isik=1
4

Cmmm A=
- <
{Aln-

DAY ') SR R
A4
7

D
"

Tomando tres asintotas consecutivas
(las cuales determinan un periodo),
determinando los puntos medios entre
cada dos asintotas consecutivas y Wy
determinando un punto intermedio entre

dos asintotas consecutivas y calculando

ias imagenes de los mismos.

L el 1 L L — 3 i J
= o0 X =z 3 = bz 3= Ix
4 4 2 4 4 2 4
N . T
Determinando las imagenes para f(x) = sec| x - I) -2

£(0) = sec[0~%)-—2 =;:(j:j- 2=43 -2

%) asac|Zoflug sl _Dadsg=a
I[I)‘sec(?’-t] 2 cos(0) o Gl

f(—;) sec[4 4) 2 e 2 =1-28-3

Notese que para trazar las graficas de las funciones, secante y cosecante, es suficiente
determinar: la imagen del punto medio del segmento que separa dos asintotas verticales consecutivas, 1a .
imagen de uno de los puntos intermedios de este mismos segmento y la imagen del punto medio del
segmento que separa una de las asintotas anteriores y otra consecutiva a ésta (yaseaaladerechaoala
izquierda). Recuérdese que la forma de la grafica es una curva concava hacia arriba y otra concava hacia
abajo entre tres asintotas verticales consecutivas. Con estas tres imagenes determinadas, se notara en
que intervalo esta la region de la curva céncava hacia abajo y donde Ia céncava hacia arriba. A menos. -
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que se pida lo contrario, sera suficiente trazar ciclo y medio en estas funciones, paro lo cual se necesitan
cuatro asintotas verticales. :

Determinando |, ; haciendo x = 0

fx)= sec(x--;) _2=—1 2y f(0)= — 11— -2=42-2. Luego, | (0,42-2).

cos(x _ﬂ cos(l

Determinando |, ; haciendo y = 0

flx)= sec(x—;) -2 B sec(x—z) -2=0 6 sec(x—%)=2.

sec[x - %) =2 ecuacién obtenida.
x—x=Z42%n 6 s T fo Sn +2kn | Recuérdese que la secante es positiva en el primer y tercer
4 3 4 3 cuadrante y que su periodo es 2x.
x= -}:- §+2lm 6 x= % + E;—+ 2kn (despejando para x).
= .7_’5_*.:.'.224&‘. G x= 2‘-{—:5!3 simplificando.
Luego, Iy (ZE%‘—"E,O], (1”—:-52&,0) conk e Z

Rango de f = ]-ao.fla|+d]u[|a|+d.+oo[ = Jro,-14+ (-2)JU[1+ (-2), +oo[ =}, 3]JU[ -1, +oo

b) f(x)= —3csc( x":‘;] -1
Determinando el dominic de f

f(x) =-3csc (Zx - —;) -1 e— -1 expresandolo en términos de seno.
1!
o
seﬂ( X 3)

Encontrando los valores donde el denominador es cero (sen (2.\' - %) = 0)

sen (2.\' - -’5) =0
3
- 5 =kn recuérdese que el seno se hace ceroen k nconk € Z.
4+ 3kn
= 8 despejando parax,y conk € Z.

Luego el dominio def es: R - { x +63k”, con kel}

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales esta dada por:.

T+ AR i > s
X = P ,conkeZ nétese que estas son infinitas rectas verticales.
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Periodo: 2% = 2% = Desfase o corrimiento: —

fol ~ 2l -

Encontrando elementos para trazar la grafica

|
""wla
"
AE]

&
b

Si x=Z +63'"' con k e Z, entonces:
Algunas asintotas verticales (A. V) son:x=—§s£; sik=-2, x=—§; Sik=-1, x= -:— ' Sik=0, x= %’5;

sik=1.

Tomando tres asintotas consecutivas (las cuales determinan un periodo), determinando lps puntos
medios entre cada dos asintotas consecutivas y determinando un punto intermedio entre dos asintotas
consecutivas y calculando las imagenes de los mismos.

1 1 L
R N )
24 "2 2

]
Sn 2x
12 3

1
W
DA+

Determinando las imagenes para f (x) = -3csc (Zx - %) -1

f(—%] = -ksc(z(-%)— %] 1= —3csc(-§— %) -1 =-3csc (--’ZEJ-1 - B

® ) B lawyzaenl X E) vsctenl B cqet SR _gemE
f(—)-—-Scsc[z(—z?J—a] 1 3csc(1 3] 1 3csc( 4) 1 1= 342 -1

f(5—")=-3csc(z(§§)-§]-1=-3csc(56—"--3’5]-1=-3csc(-2’5)-1= A TN (W

\Vy'

Determinando l,; haciendox =0
fo)= -3csc(zx-§) -1y f(0)= -3csc(-§] -1= 3csc§ -1= 3(

Luego, Iy (0,243-1).
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Determinando I, ; haciendo y = 0

S{x)=-3csc (zx - g) -1 6 -3csc (2x - -;—J -1=0 ¢ csc(zx - %] = —% . Notese que esta ecuacion

no tiene solucion, pues la cosecante esta definida en Jo.=1]U[1, +[, luego I, , no existe.

Rango de f = ]—oo,—;'a|+d]U[]a|+d.+oo[ = ]-co,-3+(—1)]U[3+(—1),+oo[=]—oo,—4]U[2,+uo[

c) filx)= —%se;(_x " %J +1

Determinando el dominio de f

flx)= _g sec(-x + .:_) +1 = -2 + 1 expresandolo en términos de coseno.
3cos(—x +%J

Nétese que también se puede trabajar con la funcion equivalente

f(x)=-§sec((-1)(x-%)] +1 =—§sec[x-%)+ 1 =—Esec(x~%J+ 1 = —

3
3cos (x - EJ
6

Encontrando los valores donde el denominador es cero (3cos (-x + %) =0 6 cos (—x + %) = 0).

Tomando la funcién dada

Notese que si se toma la funcién equivalente, se determinaria donde cos (x - -6’5) =0

Tomando, cos (-x + %) = 0, se tiene:

-cos(—x+1'-]=0
6
® T T
-x+;=3+kﬂ: tecuérdesequeeloosenosehaoeoeroen3+ knconke Z
n+ 3k
il 3 = despejando parax,y conk e Z.

_x+3lm

Luego el dominio de f es: R - { , con keZ}

Las ecuaciones generales de las asintotas verticales esta dada por:

=_t+3lm
3

,conkeZ . nétese que estas son infinitas rectas verticales.
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2n 2n

Periodo: — = —— =27
[l |-1 AN

A A A A

= | i | I

Desfase o corrimiento: —< = --& = % : L } !

g =t & 1 | F2 t

Encontrando elementos para trazar la grafica : : | Il

1

. I I

Si x=-2r3*% conk e Z, entonces: N NPRE B = . ST 8
3 '\ 17 ¥ 4 A\ =5 ) = 7x

»
~3
a3t

Algunas asintotas verticales (A. V) son:

b
!
n

x=-53;sik=—2. x=£’£;si =-1,
3 3

—t
e N

g

e e ——

i A
]

ofgt

it ]
o

ol -

L
., g

b

x=-E:gik=0,x=-2% :sik=1,
3 3

Tomando cuatro asintotas consecutivas (las cuales determinan un periodo y medio), determinandoios pUntos
medios entre cada dos asintotas consecutivas y determinando un punto intermedio entre dos asintotas
consecutivas y calculando las imagenes de los mismos. Noétese la secuencia para determinar ias

unidades (cada X ).
12

= 5 } -} -4 - } - -
s SR = 2 5r 2z ita Iz Uz Sz
3 12 3 12 3 12 3 12 3

Determinando algunas iméagenes para f(x) = --i—sec(‘—x + -765) +1

f(ﬁ):-isec(-k+ﬁ]+1 = -2 +1=_.:Z.__+1= -2 +1=.5_
6 3 6 6 ( 7= z) 3cos(-=) 3(-1) 3
3cos| ~—+—
6 6
f(m]z_.z.sec( 11‘+£)+1 = -2 '-4»1.-..2_{2-0'1:-2‘,-2-+3
12 3 12 6 ( 3g] 3 3
3cos| ~—
4
T 2 n = -2 -2 2 1
._=.._sec_.._.+1=.___-—-+1=_—-+1=-—+1=_.
£ [s) 3 ( 6‘“6) 3cos(0) 3D 33
Determinando |, ; haciendo x = 0
2 T 2
fe=-2sec(-x+ZJ+1  ndendada
2 T '
f(0)= —;sec(;) +1 haciendo x = 0.
= —% (72;) +1 determinando sec .
= —-4-§4§ +1 multiplicando y racionalizando.
Luego |y (O.4f+9}
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Determinando |, ; haciendoy = 0

|
2 s 2
t J(x) =——sec(—x+—’5)+ 16 —-=sec —x+£) +1=0 0o sec(-x+ﬁ B 3.
; 3 6 3 6 6) 2
- 3 1 3
sec(—x + o 6 ———— == ecuacion obtenida o su equivalente,
6 2 s( n:] 2
COS| ~Xx + —
X 2 .
COoS| —x + E = 5 3 expresando de forma equivalente.
— T _ 005-1 3 + 2kn 6 Recuérdese que la secante es positiva en el primer y cuarto cuadrante
3 y que su periodo es 2x. Ademas el angulo de referencia no es exacto,

lo que implica que los interceptos con el eje de 1as x, son aproximacio-

nes. El angulo de referencia es cos™ (%] luego un angulo es

-X+ I =2x-cos™ (Z'-) + 2kn
6 3

cos ™ (g) yelotro 2x —cos % [-i—] :

7 - B -12
_x.,..’E = COS 1(3) + 2k 6 x= 2-booe (2/3) 5% (despejando para x}.
6 3 » 6
3 (2/3)-11n-12k
-x+% =21~ COS '(%) +2kn 0 x= Boos ( l -~ b (despejando para x).
. = -1 st c -1 - -12
B |x(u Bcos (:/3) 121:1:‘0)‘ [Gcos (2/3(); 11x -1 kx.o]conkez_
; 2 2 1 5
Rango de f =]—oo,—{a|+d]U[|a]_+d,+co[ = ]-oo, —§+1]U[§+1.+°°[ = }_Q'S]U[§'+w[ n
Ejercicios 5.3

1. Para cada funcién dada, trazar su gréfica e indicar: dominio, ecuacién general de las asintotas, periodo, el desfase
o corrimiento y el rango. Ademas determine los interceptos con los eje coordenados (respuestas de los
interceptos, se deja al lector).

a) f(x) = %secax b) £ (%) =-chc(%x) ¢) () = SSec(x—%)
d) £(x) =—3csc (2x +x) + % &) f(x) = sec(sx-%] ~1 f £ =-2m(§ : Zx)
9 fe=-sec(ax-3) -3 mse=-Fose[-+3) 2 ) £ =2sec(3x+ 3] +1

i) f(x)=3mc(x-§) o K) f(x)=——%sec(—-:—x+n] +3 1) f(x)=205c(-§x-x) 3
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5.4 FUNCION SENO INVERSO Y FUNCION COSENO INVERSO

Para definir la funcion inversa (f"), de una funcion f, se requiere que f sea biunivoca o uno a uno.

Definicion Una funcién f con dominio D y rango R, es una funcién uno a uno o biunivoca o
inyectiva si satisface una de las siguientes condiciones:

a) Siempre que a # b en D, entonces, fla)=f(b)enR.
b) Siempre que f (a) = f(b) en R, entonces, a=b enD.

Una forma préactica para ver si una funcién f es uno a uno, es auxiliarse de su gréfica y verificar
si toda recta horizontal corta la gréficade f ena lo mas un punto.

Definicion Sea f una funcion biunivoca con dominio D y rango R. Una funcion g con dominio R ¥
rango D, es la inversa de f, siempre que y = f (x) siy solo six =g (y), paratoda xenD
y para toda y en R.

Segun la definicién anterior, la funcién inversa intercambia las componentes. Es decir (x, y)
pertenece a f, siy solosi (y x) pertenece a ™. Otrarelacionentref y f -1 es que el dominio de f
es igual alrango f~' y que el rango de f es igual al dominio i

Vale la pena mencionar que toda funcion f, tiene inversa pero no toda inversa determina una
funcion. Pues ya de ha dicho que para que la inversa de una funcion sea funcién, la funcion dada debe
ser uno a uno. En el caso que una funcién no sea uno a uno, se debe restringir el dominio, de tal manera
que en algun intervalo esta funcion sl sea uno a uno.

+Si se recuerda la funcion seno y la funcién coseno, éstas no son funciones uno a uno, por lo
que es necesario restringir el dominio de las mismas, para que lo sean y que la inversa de cada una de
ellas sea una funcion.

Retomando las graficas de las funciones seno y coseno elementales, analizadas en las secciones
anteriores se observa que para f (x) = sen x, esta funcidn es uno a uno, en uno de los siguientes
intervalos: ---, L . A% 2% (1 2% i’i] Mientras que para f (x) = cos x, esta funcién es

2 R 2’21 2-2 Ak
uno a uno, en uno de los siguientes intervalos: «-- ,[ ~2x, -n ] [-m 0] [0x), [m2n], [2m 3= ]
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Para f (x) = sen x, en donde se pretende que esta funcién sea uno a uno, por conveniencia se restringe el

dominio, y se toma el [—% g] . Mientras que, para que f(x) = cos x sea una funcién uno a uno, se

toma por conveniencia el [ 0, © | . Nétese la parte mas gruesa en la grafica de la fig. 1 y fig.2.

Gréfica de f(x)=senx

Grafica de f(x) =cos x

Aplicando el criterio anterior de intercambiar las componentes en cada funcién graficada anteriormente,
se muestra la inversa para cada una de ellas.



178 CAPITULO V FUNCIONES TRIGONOMETRICAS Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Grafica de la inversa de f{x)=senx Grafica de la inversa de f(x) = cos x

(“1 ' K)

o
—
‘=

( A _1) T [ 1x ) :
<l | 12 61 . z 6 i o <1 1 1 i 3 (1'0)1 oS
< T T Y T T g < T T T b T 7
x'-2 -1 1 2y x'-2 -1 1 2 x
X i 2 3
T8 2

n

Notese que: el dominio de la inversa de |a funcién seno es el [—1, 1] y que el rango es [ . %] el

dominio de Ia inversa de la funcion coseno es el [-1,1] y que el rangoes [0,n].

Se procede ahora a definir Ia funcién seno inverso y la funcién coseno inverso.

Definicion La funcién seno inverso o arcoseno, representada por sen™ 6 arcsen se define de la
siguiente forma:

y=sen'x 6 arcsenx siysdlosi x=seny para -1<x<1 y -gs}vs%.

Definicion La funcién coseno inverso o arcocoseno, representada por cos™ 6 arccos se define
de la siguiente forma:

y=cos™'x 6 arccosx si ysolosi x=cosy para —1<x< 1 y O<y<nm.

Segun lo expuesto anteriormente, es importante tener en cuenta que tanto para f(x)= sen"_ X
como para f (x) = cos™ x, su dominio coincide el cual es el [-1,1]. Mientras que el rango para ambas

funciones es distinto. Para f(x) = sen” x, el rango es el [—g g} y para f(x)=cos™ x elrango es

el [0,x].

Para practicar al respecto, obsérvese el siguiente ejemplo, recordando que

el [-g -:-] corresponde a angulos (si no son cuadrantales) cuyo lado terminal esta en el | o IV cuadrante,

y para el [0, n ] a angulos cuyo lado terminal esta en el 16 I cuadrante (si no son cuadrales).
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Ejemplo 1 | Determinar el valor exacto de:

a)sen”' (%J b) sen™ (--;-] c)sen”'(1) d) sen”" (-1)
e) sen™ (0) f) sen™ [-%) g) cos™ (—%) h) cos™ (1)
i) cos™ (-;—) j) cos™ (-?) k) cos™'(0) ) cos™ [-—‘{2-3]
Solucién:
a)sen™ (%)

En este inciso, lo que se pregunta es: /para qué angulo 8, el seno de este angulo es igual a %’?

Por facilidad se asume que y = sen” (%)

Luégo seny = % y —%s y s% por definicion.

~Recuérdese que el seno es positivo en el primer y segundo cuadrante, pero se descarta la posibilidad

del segundo cuadrante ya que el rango de la funcién seno inverso, es el [-ﬁ -] y el 4angulo que esta

g
252
en el segundo cuadrante (26’1) esta afuera de este intervalo. Luego el Gnico valor que satisface esta

condicién es %, obteniéndose que y = %. Se concluye diciendo que sen™ G) = % Recuérdese que

- cuando se estudiaron las ecuaciones trigonométricas se encontraban infinitas soluciones, pero en este
caso, solamente se considera un valor por que la definicion de la funcién seno inverso asi lo exige.

Observacion: para la comprension de estos problemas, es importante que se recuerde el tema sobre las
ecuaciones trigonométricas enunciado en secciones anteriores.

b) sen™ (-%)

Asumiendo que y =sen” (--;-]

. 1 w T i
setieneque seny = ~5 y —-2-5 ysi por definicion. _

Recuérdese que el seno es negativo en el tercer y cuarto cuadrante, para el caso si el érigulo esta en el
tercer cuadrante, el angulo seria 7—:- y si el angulo esta en el cuarto cuadrante el angulo seria 1—613 pero

ambos angulos no esta_n_eh el rango de la funcion seno inverso. También se sabe que el sen [—%] = -% y

este angulo si esta en el rango de la funcién seno inverso (este angulo esta en el cuarto cuadrante).

Luegd el bnico valor que satisface esta condicion es --;-, y se tiene que y = E y se concluye que

e
-1( 1)_ b4
sen | —=[ ===
2 6
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c)sen” (1)

Asumiendo que y =sen™'(1)

setieneque seny =1 y —% <y S% por definicion.

Recuérdese que el seno de un angulo es igual a uno, si este angulo es igual a % y éste esta en el

rango de la funcion seno inverso. Luego y = % y sen (1) = ;

d) sen™' (1)
Asumiendo que y =sen” (-1)
setieneque seny = -1 vy -%s yS— por definicién.

Recuérdese que el seno es -1, para el angulo 3—2“ pero este angulo no esta en el intervalo que determina

el rango de la funcién seno inverso. El angulo que satisface la definicion es -%. Luego y = —-;- y

sen”' (-1) = —%.

e) sen™ (0)
Asumiendo que y =sen” (0)

setieneque seny =0 vy -%s ysg- por definicion,

Recuérdese que el seno es cero, para el angulo 0 el cual esta en el intervalo que determina el rango de
la funcion seno inverso. Luego y=0 y sen™ (0)=o0.

2
Asumiendo que y = sen"(-'—‘/z-—?i}
setieneque seny = -? y -—:-s ysg por definicion.

Nuevamente el angulo que se debe tomar, estad en el cuarto cuadrante y debe ser negativo para

satisfacer la definicién de la funcidn seno inverso. El angulo donde el seno es ——?. es —-%. Luego
x af B =
= - sen” | ——|=——.
o e
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g) cos™ [-%J

El analisis en este caso, es muy similar a los incisos anteriores, la diferencia es que el rango para la
funcion coseno inverso es el [0, n ].

Haciendo y =cos"(-%)

setieneque cosy = --21 y O0<y<n= por definicion,

Recuérdese que el coseno es negativo en el segundo y tercer cuadrante, pero se descarta la posibilidad
del angulo en el tercer cuadrante ya que este anguio esta afuera del intervalo que determina el rango de

la funcién coseno inverso. El angulo que satisface la definicién es -“;—” Concluyendo que y = % y

005-1 [_1) = E 3
2

h) cos™ (1)
Haciendo y =cos™ (1)
setieneque cosy =-1 y O0<y<n por definicién.

Recuérdese que el coseno es igual a -1 para el angulo =, y éste esta en el intervalo que determina el
rango de la funcién coseno inverso. Se concluye que y== y cos™" (-1) = =n

i) cos™ (%)

Haciendo y =cos™ {%)
se tiene que cosy = % y O0<y<=n por definicion.

Téngase presente que el coseno es igual a % para un angulo de %; tomando el angulo que pertenezca

. : . {1
al intervalo que determina el rango de la funcién coseno inverso. Luego se tiene que y = -;5 y cos '(—) =

2
x
3
j) cos™ (—:?]
Haciendo y =cos™ [-i}]

se tiene que cosy =-—’/2£ y O<ysx por definicion.
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Recuérdese que el coseno es igual a --{2—1 para un angulo de -"’-s’i, el cual esta en el intervaio que

determina ei rango de la funcién coseno inverso. Luego se tiene que y = %;—‘- y cos™ (—-‘[2—3_-] = -55’3.

k) cos™ (0)
Haciendo y =cos™ (0)
setieneque cosy =0 y O=<ysm= por definicién.

Recuérdese que el coseno es 0, para el angulo de % . el cual esta en el intervalo que determina el rango

de la funcién coseno inverso. Luego se tiene que y = -’2-‘- y cos™ (0) = —:-

) cos™ [-{?_}

Haciendo y =cos™ (_1/2.2]
. _ 2 -
se tieneque cosy = = y O0sy<s= por definicion.

El coseno es igual a —l/;?-. para un angulo de %’3 . el cual esta en el intervalo que determina el rango de

4 . o - 3n -4 v’i = 3In
la funcion coseno inverso. Luego se tiene que y = &9 y cos oo e -

En el ejemplo dado anteriormente, es posible determinar el angulo, dado que se tomaron valores
especiales, pero por la definicion de la inversa de una funcién es posible definir las siguientes
propiedades.

Propiedades

1) sen(sen™ x)=sen (arcsenx) =x si ~1<x<1

2) sen™ (seny)= arcsen (seny)=y si --; <y s-’zi

3) cos(cos™x) = cos (arccos x) =x  si ~1<x<1

4) cos™'(cosy) =arccos (cosy) =y si O0sys=
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Ejemplo 2 | Determinar el valor exacto de:
| 1 -1 _1 -1 .1_t
a) sen (sen (3)) b) sen (sen ( 3)) c) sen (sen (5))
d) sen™ (sen[-fn e) cos (cos" (—1-)) f) cos™ (cos(f-)]
7 8 S 9
Solucion:
a) sen (sen" [1)]
3

Ya que - 1< % <1, se tiene que sen (sen"(%)) - %—
b) sen [sen“[—l)) :

3
Ya que -1< —-;; <1, setiene que sen (sen“‘(—%)) = —%
c) sen™ [sen [-’5)]

_ S

Ya que —%sg-s-;-, se tiene que sen”™ (sen (%D = -5“-
d) sen”’ [éen(—f)]

7
Ya que -—%s-;s%, se tiene que _sen™ (sen[-l;.n =_;

a1
e) cos(cos (BD
Ya que -1< % <1, setieneque cos [cos"[-;-]]= %
2ol
\9

Ya que 0 S% <m, setiene que cos™ (cos(%]) - 1;- .
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Con la practica realizada en el ejemplo 1, se procede a trazar |a grafica de una funcién seno
inverso y coseno inverso. Los tipos de funciones que se analizara se sintetizan en la siguiente tabla.

Funcién seno inverso Funcion coseno inverso
flx)=sen"x fx)=cos™' x
fix)=asen™ x f(x)=acos™ x
f(x)=asen™ bx f(x)=acos™ bx
flx)=asen™ {bx + ¢) f(x)=acos™ (bx + ¢)

fx)=asen™ (bx+c)+d | f(x)=acos™ (bx+c)+a

cuadro 1

Observacién Para f(x)=asen™ (bx+c)+d o f(x)=acos™ (bx+c) +d, para nimeros reales a, b,

¢y d, con ay b diferentes de cero, el dominio est4 determinado por —“Tc <x< -1-;—c,

1-¢

sib>0 6 st-J%, si b < 0. El rango para f(x)=asen“1(bx+c)+d esta dado

por 2d;m <y< 2d+1m, §idn0 & 2d+1tasyS2d—m

f(x)=acos™ (bx+c)+d estadadopora+d<y< na+d sia>0 Ona+d<y<a+d,
si a<0.

. Sia < 0. El rango para

Segun la observacion anterior, el dominio de las funciones trigonomeétricas inversas descritas en
la misma, se determina desarroliando la siguiente inecuacion —1 < bx + ¢ < 1. Notese que bx + c es el
argumento de la funcién f (x) = a sen™ (bx + ¢) + d Para determinar el rango de
f(x)=asen™ (bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe y=asen (bx+c)+d, yse despeja para el

término trigonométrico inverso, obteniendo que: sen™ (bx + ¢) = 24

, luego se resuelve la inecuacion

R y-d
2 a

el rango de f(x) = a cos™ (bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe y=acos™ (bx + c) + d, y se despeja

. ; s . & —d
para el término trigonométrico inverso, obteniendo que: cos™ (bx + ¢) = "——. luego se resuelve la
a

n . / 2 s
s; considerando los casos, cuando @ > 0 y cuando a < 0. De igual manera para determinar

y-d
a

inecuacion 0 <

<= considerando los casos cuando @ > 0 y cuando a < 0. Véase en el siguiente

ejemplo.
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Ejemplo 3 | Trazar la grafica de cada una de las siguientes funciones, e indicar dominio y rango.

a) f(x)=2sen”" x b) f(x) = sen™ (%x) ¢) f(x) =cos™(x— 2)

b9

d) f(x)=-3sen”'x  e) f(x)=cos™ (x)—% f) f{x)=cos'(3x—1)+ 3

wiA

g) f(x)=2cos™ (—%x - 2) - % h) f(x)= —%sen~1 (—2: + %] =
Solucién:

a) f(x)=2sen ' x
‘Determinando el dominio de f
-1<x<1 nétese que b=1, ¢=0 y

Con este intervalo encontrado, se le
determina el punto medio para luego
obtener la imagen de cada extremo !
y la del punto medio. 1
Si se determina el rango (intervalo) o
antes de trazar la gréafica, sera sufi- s . :
ciente encontrar la imagen del punto ' 1
medio del intervalo que determina el
dominio y de uno de de los extremos T-"
del mismo, el otro punto se deduce
segun el rango que se ha obtenido.

N
"

%

Véase:

R L
¥ T

a4 0

Intervalo del dominio.

Determinandd estas tres imagenes para f(x) =2sen”' x

1(0) = 2sen™(0)

calculando sen™(0)

Sea y=sen™(0); luego seny =0, lo que implica que y = 0. En conclusién sen™'(0) = 0
y f(0)=2(0)=0. '
f(=1) = 2sen™'(-1)

Determinando sen™"(-1)

Sea y = sen™'(-1); luego seny = -1, lo que implica que y = -5 En conclusién sen™(<1) =-Z y

2
= 2(-3) =

r(‘i) =2sen”'(1)
Determinando sen™(1)

Sea y=sen '(1); luego seny = 1, lo que implica que y = 5 Obteniendo que sen 1(1) = %

/)= 2(%) ==
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Con estos 1tres puntos se procede a graficar, recordando la forma de la grafica de la funcion elemental
filx)=sen x

Rangodef = [-m, =]

b) f(x) =sen™ Gx)

Determinando el dominio de /' N

1

—15-2-xs1 notese que b=—, ¢=0.

N[ -

-2<x<2 resolviendo.

Con este intervalo encontrado, se le

determina el punto medio para luego =t it I
obtener la imagen de cada extremo
y la del punto medio. +
Vease. X
T 2
— } - $
-2 0 2 2

Determinando estas tres imagenes para f(x)= sen™ (-;-x)

1@ = sen™(30)] =sen™'©)
Calculando sen™ (0)

Sea y=sen™' (0); luego seny =0, lo que implica quey =0, y sen (0)=0
Concluyendo que f(0) = 0.

f(=2)= sen™ [%(-2)) = sen” (-1)
Determinando sen™'(-1)

Sea y=sen™'(-1); luego seny=-1, lo que implica que y = —% _En conclusion sen™(—1) = —%

P
y 2= -2
f(2)=sen™ (%(2)) =sen™'(1)

Determinando sen™(1)

Sea y= sen"(1); luego seny =1, lo que implica que y = % . En conclusion sen"(1) = -;—
2= 2,
y J@=3

Con estos }res puntos se procede a graficar, recordando la forma de la grafica de la funcion elemental
flx)=sen” x.

N A
A

Rangode f = [—
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¢) f(x)=cos(x-2)
Determinando el dominio de f

-1<x-2<1  nobtesequeb=1, ¢=-2. '-‘-\{
1sx<3 resolviendo
Con este intervalo encontrado, se le 1=
determina el punto medio para luego 2
obtener laimagen de cada extremo
y la del punto medio. P a5 L
< T T Al T L] : ¢ 7
X -2 2
Véase: & *
' v - I
1 2 3 £
Determinando estas tres imagenes para f(x) = cos™(x —2) |
- K
£(2) = cos™(2 - 2) = cos™(0) vy

calculando cos™(0)
Sea y = cos™'(0); luego cos y = 0, lo que implica que y =% _En conclusion cos™(0) = 12‘-

y f(2)=

Na

f£(1)= cos™'(1-2) =cos™'(-1)

Determinando cos™" (-1)

Sea y = cos™'(1); luego cosy = m, lo que implica que y ==,y cos'(-1) ==
Obteniendo que f(1)==

£(3) = cos™"(3-2) = cos™(1)

Determinando cos™ (1)

Sea y = cos™'(1); luego cosy = 1, lo que impiica que y = 0. En conclusion cos™'(1) =0

y f3 =0

Con estos 1tres puntos se procede a graficar, recordando Ia forma de la grafica de la funcién elemental
filx)=cos™ x.

Rango de f = [0, x].

-

>
N
A

d) f(x)=—3sen™" x P
Determinando el dominio de / 13
-1<x<1 notese que b =1, ¢=0. 4=
Con este intervalo encontrado, se le
determina el punto medio para luego G—A—i—+ (L

obtener la imagen de cada extremo x' -2 -1 1 2x
y la del punto medio. T

Véase:

1
r

-1 0 1 | 2y

Pl
e
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Determinando estas tres iméagenes para f(x) = -3sen”" x
£(0)=-3sen™(0) |
calculando sen™'(0)

Sea y =sen™'(0); luego seny = 0, lo que implica que y = 0. En conclusion sen™"(0) = 0
y f(0)= -3(0)=0.

f(=1)=-3sen™(~1)

Determinando sen™"(—1)

Sea y=sen™'(~1); luego seny = -1, lo que implica quey = —% . Se tiene que sen”'(-1) ===

2
=_af_®)_3=
v ren=-3(-2) = 2
(1) =-3sen”"(1)

Determinando sen™"(1)
Sea y= sen'1(1); luego sen y = 1, lo que implica que y = g . En conclusion sen"(1) = -’25-

3
1= o F L i
y £ 3(2} > .
Con estos tres puntos se procede a graficar, recordando la forma de la grafica de la funcidon elemental

f(x)=sen™"x.

Rangode f = [—%’5,3?"]

e) f(x)=cos™ (x) - g

IS
Determinando el dominio de f
~t<x<1 nétese que =1, c=0 T
4 =
Con este intervalo encontrado, se B
determina el punto medio para luego +
obtener la imagen de cada extremo e et % ¥ o™ o g
y la del punto medio del mismo. 2r g W e
Véase:
1.z
= : | ‘£
-1 0 1,
Determinando estas tres imagenes de f(x)=cos™" (x) - g Y F
y . y

7(0)=cos™(0) -
calculando cos™(0)

Sea y=cos™(0); luego cosy =0, lo que implica que y = -;5 y cos™(0) = 12‘-
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luego f£(0)= -;- —% =0.

f(1)=cos™(1) - %

Determinando cos™(1)
Sea y=cos™'(1); luego cosy =1, lo que implica que y = 0. En conclusion cos™(1) =0
n

.- n—
y f(=0-%=-2

SN =cos™-1) - 2

Determinando cos™"(-1) ;
Sea y= cos"(—1); luego cosy = -1, lo que implica que y = =. En conclusion cos"(—1) =x
n

i
y f(<1) == =

Con estos 1tres puntos se procede a graficar, recordando la forma de ia grafica de la funcién elemental
Sfx)=cos x

Rangode f = [—g 1;—] A

f) f(x)=cos"(3x-1)+ %

Determinando el dominio de f
-1<3x~-1<1 nétesequeb=3, e=-1
O<sx< % resolviendo la desigualdad

A

Para este intervalo encontrado, se le
determina el punto medio para luego §
obtener |la imagen de cada extremo 4
y la del punto medio. Tz

Véase:

L
r

0 1
3

Determinando estas tres imagenes para £ (x)=cos ™ (3x 1) + -:-
'k Y L W T x
f(s) cos (3(3) 1) + 4 =cos (0) + s
Calculando cos™(0) _
Sea y = cos™(0); luego cos y =0, lo que implica que y = % En conclusiéon cos"(O) = %

LIN -
=

L . S S
yf(;) 273"

£(©)=cos(3(0) - 1) + % = cos™(-1) + X

Determinando cos™(-1)
Sea y=cos™ (-1); luego cosy = =, lo que implica que y = . En conclusién cos(-1)=n
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y f@=x+2 =38
f(-g-) =cos"[3[§)—1] -1) + X =cos'(1) + X

Determinando cos™(1)

Sea y = cos™(1); luego cos y = 1, lo que implica que y = 0. En conclusién cos™ (1) = 0

2) . LT
y I(EJ'°+4 4

Con estos 1tres puntos se procede a graficar, recordando la forma de la grafica de la funcién elemental
f(x)=cos™ x. ‘

Notese que si se quiere determinar el rango sin necesidad de encontrar las imagenes es suficiente
resolver la desigual 0 <y —% < = (despejando para el término trigonométrico inverso y luego acotandolo
con el rango de la funcion elemental f(x)=cos™ x; 0< y < x).

_I=x 5=
Rangodef = [-;, -4—] L
g) f(x) = 2cos™ (—gam 2) - -’é—

Determinando el dominio de £

s A
~1<—=x+2<1 néteseque b= -3, c=2.
2 . L=
2 3
~ <x<2 resolviendo.
...%&
Con este intervalo encontrado, se le
determina el punto medio para luego . Gttt
obtener laimagen de cada extremo X2 62 4 20 x
y la del punto medio. : ¥ 3
Véase:
2 4 2 , |
3 3 4/ A

Determinando estas tres imagenes para f(x)=2cos™ (—%x 4 2) - %

4 = -1 _3 i -~ 3 = -1 1 1
f[a) 2cos [ 2(3)+2] 2 2cos™'(0) =
carculando cos™(0)

Sea y=cos™'(0); luego cosy =0, lo que implica que y = ; . En conclusion cos™(0) = ;

(-5 ien

f(2)=2cos™ (—52’-(2) 4 2) - %

2cos™'(-1) - -:-
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Determinando cos™(-1)
Sea y= cos"(-1); luego cosy =-1, lo que implica que y = = En conclusion cos"(-1) =n

Y f@=2m)- %=1

f(%) = 2c0s™" (—%(—3)4— 2] - % = 2cos™(1) - %

Determinando cos ~'(1)

Sea y=cos™(1); luego cos ¥ =1, lo que implica que y = 0. En conclusion cos™'(1) =0

v 7(3)=20-2=-%

Para efectos de practica, se determina el I,

2cos™ (-g-x + 2) - % =0 ' funcién dada comparada con cero; y = 0.
cos™ (—-%x + 2) = 1—1[2- despejando para el término trigonométrico inverso.
-%x +2 =Ccos -112 definicion de la funcién coseno inverso.
-%x +2 = /6 : 2 encontrando el valor exacto de cos ?"5 . Expres#do cos ;'-'2- = cos [{---:-) :
-—%x = ,/6: 2 -2 sumando -2 en ambos lados de la igualdad.
X= B—Jgs- Ji despejando para x.
Luego I,( i ’lgs- ﬁ.o]. Notese que I, no existe, ya que al hacer x = 0, cos™(2) no est4 definida.

Trazar la grafica, siguiendo las mismas observaciones.

Determinando el rango sin tomar en cuenta las iméagenes obtenidas anteriormente.

Tomando la funcién y despejando para el término trigonométrico inverso y sustituyendo f(x) por y.
£(x) = 2c0s™ (-3x+ z] _=
2 6

n
y+=
-—2-9- = cos™ (-%.H 2)

¥ ¥=
Resolviendo la desigual 0 < —5-9- < = (acotandolo con el rango de la funcién elemental S (x) = cos™

'0< y<n) seobtiene:

Rango de f = [--:—, %]

X,
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h) f(x)= —%sen‘1 (—2x+%) - g

Determinando el dominio de f

1
-15—2:**551 n6tesequeb=—2,c=%.
-1 A <-2x g <1 23 sumando -+ en cada miembro de la desigualdad
2 2 2 2 2 ' A
K}
g <-2x< % efectuando la suma en cada miembro de la desigualdad.
1 3 £
~-— S X S — resolviendo.
r 4 .
Obteniendo, el punto medio y luego la <G—i : +—t >
imagen de éste y la de cada extremo. x ! < 3 x
Véase:
i 1 3 -
4 4 4 ol
v,

Determinando estas tres imagenes para f(x) = -% sen™ (—Zx +—] o -;:

j(-l) =-dsen™ (—2(—%] +1] - % = -%sen'1 (1 +l] - -3’5 = ~%sen“(1) -

< 2 2 = 2

Determinando sen™'(1)

Sea y=sen™'(1); luego seny =1, lo que implica que y = ; luego sen~'(1) = —2’5

1 LI T 1= .. I%
——| i 1)=-== e | 2| ===
¥ f[ 4) ZSen ( ) 3 2[2) 3

1(3) ==gor((3)+3) - 3 =-gsent)- 2.

Calculando sen™"(0)

Sea y=sen™'(0); luego seny =0, lo que implica que y = 0. En conclusion sen™(0)=0

 1(3)=-geen@-F = -3 -3
(3) =g (‘2(%)*5] -3 =-gsen”')- g

Determinando sen™*(-1)

Sea y=sen™(-1); luego seny = -1, lo que implica que y= -% . Se tiene que sen™*(-1) ==X

Ne ey 2o (=) = _ =
yj(z)- el 2V 3 2(2) 3 :

—_ x A
2
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Determinando I,

p= —-;- sen” (—2(0) +7}) - % ~ tomando la funcion y haciendo x =0.
p= _1 sen"1 (.-1-) = simplificando.
2 2 3
p= _1 (1‘.) i sustituyendo el valor exacto de sen”' (-1-)
2\8) 3 ol
_ 5= -
= _1—5 multiplicando y sumando
: Sn
Luego I,|0,——|.
05 [ : 12)

Con estos 1puntos se procede a graficar, recordando la forma de la grafica de la funcion elemental
f(x)=sen x. '

Determinando el rango sin tomar en cuenta las imagenes obtenidas anteriormente.

Tomando la funcién y despejando para el término trigonomeétrico inverso.

flx)= -%sen‘1 (-Zx +1) S %

2
Yoz
3 =gen™ [—21: +1)
A 2
2

gt
Resolviendo la desigualdad —%s 41 < % (acoténdolo con el rango de la funcién elemental

2
flix)=sen'x; --g- <ys % ). se obtiene
x[ 1 .2 1 -— 1 : . .
--2- --i- 2yt -3- 2 -2~ —E multiplicando por = cada miembro de la desiguaidad. Nétese que éste es negativo.
—: Syt % < -;— . simplificando en cada miembro de la desigualdad y escribiendo de forma equivalente.

7z - [ 7x =
ey gl y Rango de f [ = 12]. .
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Ejercicios 5.4

1. Para cada funcién dada, trazar su gréfica e indicar el dominio y el rango de la misma. Ademas determine los
interceptos con los ejes coordenados si existen (las respuestas de los interceptos, se dejan al lector).

a) £(x) = 2cos™ (x- 1) B =sen” (x-2) -2 C€) () =sen” (Ax+2) +

d) f(x)=3sen™ (Zx +%J -n e) f(x)=2cos™ (3x—1) - % f) /f(x)=~4cos™ (1-2y)— §
9) /() = -cos™ (4x-3) - h) £ ()=~ sen” (gx) *3 D@ =208 Qe e X
0 fx)=~2sen™ (2x +1) + % k) f(x)= -?:-cos" (x+3)+x 1) f(x)=-3sen”’ (~§x+ 1)

m) f(x)=—-;—cos_1(%x+2) -7 n) f(x)=23en'1[-;-x-2) - o) f(x)=cos'1(x--:-) . %

P) f(x) =-2cos™ G“ 3) ~2n Q) f(x)=2cos™ [-:-x 1) = ';f r f(x)=-2cos™ (3x + 4) -%
L3

s) f(x)=—2cos™" (3x~4) - % t) f(x) =-sen™ (<2x+ 1) + s u) f(x) =3cos™ (2x +3) - 2

5.5 FUNCION TANGENTE INVERSA Y FUNCION COTANGENTE INVERSA

Para estas funciones, se hara un analisis similar al que se utilizé para f(x) =sen™ x y para

S (x) = cos™ x. Si se recuerda Ia funcion tangente y Ia funcién cotangente, estas tampoco son funciones

Retomando las graficas de las funciones tangente y cotangente elementales, analizadas en las
Secciones anteriores se observa que para f (x) = tan x, esta funcién es uno a uno, en uno de los
siguientes intervalos:

R U5 U0 B

Mientras que para J(x) = cot x, esta funcién es uno a uno, en uno de los siguientes intervalos:

w]=2m,~x[,]-=,0[, ]0,n [ Ix 2], |2, 3], |

Para f (x) = tan x, en donde se pretende que esta funcién sea uno a uno, por conveniencia se
restringe el dominio, y se toma el ]‘% ;[ ~ ademés debe recordarse que el rango de ésta es R. Mientras

Que para que f(x) = cotx seauna funcién uno a uno, se toma por conveniencia el ]0,1:[ Y Su rango es
R.Noteselafig. 1 y Ia fig. 2, las cuales muestran un ciclo de la gréfica de cada una de ellas.
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Grafica de f(x) =tan x Grafica de f(x) =cotx
A AY A
I I {
[ !
| I
I I
I I
I I
I I
x X X
2 * i
I |
i I
I |
I |
I T |
v | vy ¥
fig.1 : fig. 2

Tomando los criterios “anteriores, para trazar la inversa de estas funciones (intercambiando las
componentes se llega a las siguientes gréficas).

Gréfica de f(x)=tan™" x ) Gréfica de f(x) = cot™ x
é\y | c'?‘ 4\}’
o 1-
Em————— g >¥7 3 Cmmm——— —t R —————— g
R = o Sl x).
1 1,5] ('1‘7“) t‘} —_—
& 1 L A L - ﬂ
—— il R ] S S QR N S S
2 IR . 2k £2 -1 1 i
=
b 2 H P
v, : #/y.
fig.3 fig. 4

Nétese la diferencia entre la funcién tangente y su inversa, asi como también, la funcién
cotangente con su inversa.

En la tangente, su dominio (donde es una funcién uno a uno) es el]-%. %[ , Su rango es R y tiene dos

asintotas verticales; x =-;- y x= -% . Ahora, su inversa tiene como dominio R, su rango es ]- 5 -’25[ y

N

tiene dos asintotas horizontales; y =§ e y= —-% :

En la cotangente, su dominio (donde es una funcién uno a uno) es el ]0, [ , surangoes Ry

tiene dos asintotas verticales; x =0 y x = =. Ahora, su inversa tiene como dominio R, su rango es
10, = y tiene dos asintotas horizontales; y =0 e y = =.

Véase las siguientes definiciones.
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Definicion La funcién tangente inversa, o funcién arcotangente, que se denota por tan™' 6 arctan,
se define por y =tan™ x = arctan x si y s6lo si x = tan y, para cualquier nimero real x

y para -‘1;-<y<%.

Definicién La funcién cotangente inversa, o funcién arcocotangente, que se denota por cot™ 6
arccot, se define por y = cot™ x = arccot x si y solo si x = coty, para cualquier nimero
real x y para 0< y <x.

Una alternativa para trazar ias graficas de la funcion tangente inversa y |la cotangente inversa, es:
1) Tomar el argumento de la funcién dada y acotario con el [-1,1] (=1 < bx + ¢ < 1; ver cuadro 1)

2) Encontrar el punto medio del mismo para determinar las imagenes de estos tres puntos (extremos y
punto medio) esto da una idea, considerando siempre la forma de la funcién tangente inversa o
cotangente inversa elemental. -

3) Notese el punto donde hay cambio de concavidad, éste es el punto medio del intervalo encontrado
con su respectiva imagen.

4) Para determinar las asintotas y el rango de f(x)=atan™ (bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe
y = atan™ (bx+c) + d, y se despeja para el término trigonométrico inverso, obteniendo que:

- -d . " o .
tan”" (bx + ¢) = 2= luego se resuelve la inecuacion —-2’5 W <§ considerando los casos, cuando
a a

a>0 y cuando a < 0. De igual manera para determinar las asintotas y el rango de
flx)=a cot"(bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe y = a cot"(bx +¢) +d, y se despeja para el
d

término trigonométrico inverso, obteniendo que: cot™ (bx + ¢) = =% |uego se resuelve la inecuacion
a

b<EZY < n considerando los casos cuando > 0 y cuando a < 0.
a

y-d =
a 2

6 geL=ts r), determinan las asintotas horizontales en dichas graficas y el intervalo obtenido, el
a

5) Las rectas y igual a los valores reﬂejados en cada extremo abierto de este intervalo ( -; <

rango respectivo,

Se trazara las gréaficas de las funciones tangente inversa y cotangente inversa, que se describen
en el siguiente cuadro. Véase el siguiente ejemplo. :

Funcion tangente inversa | Funcion cotangente inversa B
fx)=tan™"x f{x)=cof™x
fx)=atan™"x f(x)=acotx
f(x)=atan"bx f(x)=acot by
fx)=atan™"(bx + ¢) flx)=acot™(bx + ¢)
fix)=atan(bx + ) + d fx)=acot(bx + ¢) : d

cuadro 1
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a) f(x)=-2cot™ (x-2)

c) f(x)=tan™\(Bx = 1) + %

Solucion:
a) f(x) =—2cot™ (x + 1)

Dominiode f =R

Tomando el argumento de la funcién y acotandolo con el [-1,1]

-1<x+1<1 néteseque b =1, c= 1.
-2<x%50 resolviendo.

Notese que este intervalo no es el dominio
completo de la funcién, si no un auxilio para

trazar la grafica de la misma.

Calculando el punto medio para luego
obtener la imagen de cada extremo y la del

punto medio.

Ahora para trazar la gréfica, el hecho
de determinar el rango (cuyos extremos
son las asintotas), facilita también el
trazo de ésta.

Véase el intervalo antes encontrado

[ 1 i
¥ S |

2 4 0

Determinando estas tres imagenes
Si f(x) = —2cot™'(x + 1), entonces
f(-2) = =2cot™(-2 + 1) = —2cot™(-1)

Caiculando cot™(—1)

Sea y = cot™(—1); luego coty = -1, esto implica que cot y = -:zniy
aroic SR ; -1 _ 3n
siy= e En conclusion cot™ '(-=1) = =

Luego f(-2) = -200t"(-1) =-2 (%’5) = =5

f{=1) = =2cot™ (=1 + 1) = =2cot™(0)
Calcutando cot™(0)

Sea y = cot™(0); luego coty = 0, esto implica que cot s

y= g En conclusién cot™"(0) = ,}

d) £ (x) =—%cot” (_zx+1J _x

Ejemplo 1 | Trazar la grafica de cada una de las siguientes funciones, e indicar dominio y rango.
b) f(x) = 2tan™’ [-%x+ 2) oS

6

2 3

¥
Don
4
+=
-1 ygo
€-~F—t—d == —t—D
X' -2 -1 1 2y
-b-n
= =27
G <7—2!— ————— );

y

cosy _
eny

= -1. Lo anterior es cierto tnicamente

asi se obtiene el punto [-2. - 323) g

0. Lo anterior es cierto GUnicamente si

Ahora se tiene que f(-1) = —2cot™'(0) = -2 (g] = —m, asi se obtiene el punto (=1, -m).
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/(0) = =2cot™(0 + 1) = —2cot™(1)

Calculando cot™(1)

Sea y= cot"(1); luego coty = 1, esto implica que coty = :::"
y

= 1. Lo anterior es cierto Unicamente si

y =~ Enconclusioén cot™(1) = £

N
¥

Luego f(0) = —2cot™ (1) = —2(

N E

J = —%, asi se obtiene el punto (o, —%] Noétese que este punto es el

intercepto en el eje de las y.
Determinando el rango se obtienen las asintotas horizontales.
Tomando la funcion y despejando para el término trigonométrico inverso.

£ (x) ==2cot™(x + 1)
Por facilidad se escribe la funcion anterior de la siguiente forma:
y==2cot (x + 1)

Luego
—’3 = cot™(x + 1)

Resolviendo la desigualdad, 0 < -% <z (acotandola con el rango de la funcién elemental
fx)=cot™ x;0< y < =), se obtiene
0< -!E <% tomando el lado izquierdo de la igualdad, donde se despeja el término trigonométrico inverso.

0>y>-2zn 6 -=2r<y<0 resolviendo la desigualdad y reescribiendo de forma equivalente.

Con el desarrolio de esta desigualdad, se obtiene que las asintotas horizontales son lasrectas y =0 e
y=-2= y queel rango de f es el |-2r,0]. '

Con los tres puntos encontrados anteriormente, las asintotas y recordando la grafica de la funcion
f(x) = cot™ x; se procede al trazo de la grafica,

= 2tan~![-3 sl
b) f(x) = 2tan ( 2x+2) -
Dominiode f =R
Tomando el argumento de la funcién y acotandolo con el [-1,1]

-1< —Ex +2<1
2
-3< —%x <-1 sumando —2 en cada miembro de la desigualdad.
2
3 <xs 2 desarrallando.

Recuérdese que este intervale no es el dominio de la funcion, si no un auxilio para trazar la
gréfica de la misma. Se debe calcular el punto medio para iuego obtener la imagen de cada extremo y la
del punto medio. Obsérvese que el punto (par ordenado) determinado por el punto medio del intervalo
obtenido anteriormente, y su imagen, ocurre el punto de inflexién (hay un cambio de concavidad).
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Determinando el rango (cuyos extremos
permiten determinar las asintotas), para
facilitar el trazo de la grafica.

Véase el intervalo antes encontrado

4 ]
T Ll

4 2
3

Determinando estas tres imagenes

W

Si f(x)=2tan™ (—%x+ 2) - %, entonces

ESECRE S

-1 b 4 -1 4
= - — s 2D -
2tan (-1 + 2) 5 tan™ (1) -

Calculando tan™"(1)

Sea y= tan"(1); luego tany =1 estoimplicaquetany = :2:’ = 1. Lo anterior es cierto Unicamente si
y
y= % En conclusion tan™'(1) = %.
Luego f(gj = 2(-’5] _E.%_X_.% aqseobtiene el punto (2, 3).
3 4 6 2 6 3 33

4) _ 4 3(4 x
(32 (-3(3)7) - 3
=2tan”(-2 +2) - % = 2tan™'(0) - -’é

Calculando tan™(0)
seny

Sea y =tan™'(0); luego tany =0, esto implica que tany = e = 0. Lo anterior es cierto Unicamente si
y

y = 0. En conclusion tan™(0) = 0.

Luego f [%) = 2tan™'(0) - -’6‘- =(0) - % = -%. as| se obtiene el punto (-;— -%].

£(2) = 2tan™ (-%(2) + 2) +2) - %

=2tan" (-3 + 2) - % = 2tan™'(-1) - %
Calculando tan™(~1)

Sea y = tan"(-1); luego tan y = -1, esto implica que tan y = —

cosy

= -1. Lo anterior es cierto

Unicamente si y = -% (recuérdese el rango de ésta). En conclusion tan”'(-1) = —% ;

Luego £(2) = 2tan™"(-1) - % = 2(—%) = % = —3;—5, asi se obtiene el punto (2,—2?“).
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Determinando el I,

S 3
2tan™ (—Ex + 2] - % =0 funcién dada comparada con cero; y = 0.
- 3 s 3 : — ; -
tan -Ex +2] = E despejando para el término trigonométrico inverso,
3
—Ex +2 =tan % definicién de la funcién tangente inversa.
3 - 2- ﬁ x L X u
—5x +2 = T encontrando el valor exacto de tan = Exprese tan i tan (-‘--E) :
3 2-
—Ex = -TJ-E -2 sumando -2 en ambos lados de la igualdad.
3+6
xX= fs despejando para x,
3+
Luego lx[‘rs 6.0] .

Determinando el |,
Haciendo x = 0 se tiene que y = 2tan™ [-5(0) + 2) - % 6 y=2tan™"(2) - % . Luego
1, (o, 2tan(2) -i) s
6
Observacién: Para ubicar en la gréfica el intercepto en el eje y, se debe auxiliar de una
calculadora cientifica y asegurarse que ésta esté en el modo de radianes.
Determinando el rango para obtener las asintotas horizontales

Tomando la funcién y despejando para el término trigonomeétrico inverso.

T

- -1{ 3 T
f(x) =2tan [-Ex+2) =

o y= 2tan'1[—%x+2) - %
Luego

y=

'—2§ =tan-1(—%x+2)

y
Resolviendo la desigualdad, —§< 26 < ; (acotandola con el rango de la funcién elemental

F)=tan" x; ~§ <y< % ). se obtiene

y+

2

n
-H<yp+ - <qx multiplicando por 2 cada miembro.
4 6

oA

< <

N
N A
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- =<y <®- I sumando-X en cada miembro.
6 6 6
n 5n
—— <y € — © simplificando.
8 )6 ‘
P > ‘ _ = _ 5 1 7n 5r
Luego, las asintotas horizontales son las rectas y = ~3 e y= Y y elrango de f es j_?‘_s_ !

Con la inf1ormaci0n obtenida se procede a elaborar la gréafica, recordando la grafica de la funcion
flx)=tan" x. | ;o

¢) flx)=tan™" (3x—=1) + 1;-

Dominiodef =R

Tomando el argumento de la funcién y acotandolo con el [-1,1]

-1<€3x-1<1 acotando el argumento.

0<3xs2 sumando 1 en cada miembro de la desigualdad.
2 .
0<x=< Y dividiendo por 3 cada miembro de la desigualdad.

Calculando el punto medio para luego obtener la imagen de cada extremo y la del punto medio.

Véase el intervalo antes encontrado

0 1 2
3 3
Determinando estas tres imagenes A
Si f(x)=tan”'(3x - 1) + -E,entonces 1
£(0)=tan™'(3(0) = 1) + = - F sy
a ' s >
=tan"'(-1) + = | 1
4 ke —=—t= T _>>x
Calculando tan™'(-1) | ' 1 y=-%
Sea y = tan"'(-1); luego tany = -1, j
— ; seny .
esto implica tany = =-1.
oimplica que tany = ~ = L
Vy.

's . P . T
Lo anterior es cierto Unicamente si y = s

En conclusion tan™'(-1) = —; .

Luego f(0) = --:-:- + % = 0, asi se obtiene el punto (0,0). Nétese que éste es interbepto tanto en el gje x

como en eje y. ' - ' '
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()

=tan™'(1-1) +

Calculando tan™'(0)

Sea y= tan"(O); luego tany =0, esto implica que tany = :::y = 0. Lo anterior es cierto Gnicamente si
¥y
y = 0. En conclusién tan™'(0) = 0.
1 -1 n n n ’ 1=
L —|=tan"(0)+ = =0+ = = = asj I punto (=, = |.
uegof(sj n (0) % 0 . 4,as se obtiene el pu 0(3 4]

R
=tan™'(2-1) + % =tan™}(1) + 2’5

Calculando tan™'(1)

Sea y= tan“(1); luego tany = 1, esto implica que tan y = :::y = 1. Lo anterior es cierto Unicamente si
y

= % . En conclusion tan™(1) = ;

Luego f(%) =tan~'(1) + % = % + % = ; asi se obtiene el punto @ 12'-]

Determinando el rango para obtener las asintotas horizontales

Tomando la funcién y despejando para el término trigonométrico inverso.

S@=tan@x - 1)+ 2
o y=tan~'(3x- 1)+ -E
Luego y- % =tan"(3x - 1)

Resolviendo la desigualdad, -% <y~ {- < % (acotandola con el rango de la funcién elemental

fx)=tan™" x; -—% <y< %), se obtiene

n T _m
i 8 e K
Z 7 kB
S <gecE+ X sumando = en cada miembro.
2 4 2 4 4
n 3In
- <y < — simplificando.
8 -y P

Luego, las asintotas horizontales son las rectas y= -% e y= %3 y elrango de f es ]—%,%5[ .

Se procede a elaborar la gréafica, recordando la grafica de la funcién f(x) =tan™" x.
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s -toortf-284 1) - X

d) f(x) - cot [ 2x+2) 3

Dominiode f = R

Tomando el argumento de la funcién y acotandolo con el [-1,1]

-1<-2x +% <1
-1 - —1-< —2x + S, <1- 2 sumando —— en cada miembro de la desigualdad
2 2. 2 2 2 '
.. <-2x < 1 simplificando
2 - '
3 1 —_— . )
-z 22X 2 -z dividiendo por -2 cada miembro de la desigualdad.
1 3 - .
I £x=< : escribiendo de forma equivalente.
Calculando el punto medio y luego ¥y

obtener la imagen de cada extremo
y la del punto medio, determinando
el rango y las asintotas se procede
atrazar la grafica.

Véase el intervalo antes encontrado

. 4’ 3"
s 4

4

Determinando estas tres imagenes

Si f{x)= -%oot" (-Zx + %) - 1;- , entonces

()t oo

Calculando cot™(1)
Sea y= oot”(1); luego coty = 1, esto implica que coty = % = 1. Lo anterior es cierto unicamente si
y

y= = . En conclusion cot™'(1) = % .
X=
3

4
Luego f (-3 =~z oo™ (1) - i

(@)= A3)- 5 = o5

Calculando cot™(0)

Sea y = cot™'(0); luego coty = 0, esto implica que coty = % = 0. Lo anterior es cierto inicamente si
y

1(= = 11=x 11
—— ] —] - — T - — obt ] n —— . —
2 (4] 3 24 asi se obtiene el punto ( i )

y= % En conclusion cot™(0) =

Luego f (:] as ! cot™(0) - %

+6-

Nla

b = 1 T
— =—— asi se obtiene el punt¢ | —, - —
3 Thiat P (4 12)
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j(-i—] = f(x) =-%cot"(--2[%)+-%) -z -—%cot"(—ﬂ- z

Calculando cot™(~1)

Sea y = cot™(=1); luego cot y = -1, esto implica que cot y = %Y- = -1. Lo anterior es cierto
y
Gnicamente si y = %’5. En conclusion cot™'(—1) = E}. o
3 - n_ 1(3x) = _ A1Tx . 3 17z
Lu —|==-= )= e [ =] = = ==—, asi btiene el punto | —, ~—— |.
egof(J 2c°t( ) 3 2(4] 3 24 e P (4 24)

Determinando el rango y las asintotas horizontales

Tomando la funcién y despejando para el término trigonométrico inverso.
flx)= —-1-oot"1 [-Zx - 1) S funcién dada.

2 2 3
Escribir la funcién anterior de la siguiente forma

1 -1 1 n
=—dcof'f-2¢4+~] - =
Y =732 (“2) 3

n
P
Luego ——13- = cot™ [—2x - %]

2

®
Ftos
Resolviendo la desigualdad, 0 < ——‘-3- < n (acotandola con el rango de la funcién elemental

2
fix)=cot™ x; 0 < y <m), se obtiene:
kL4
h Jo fred
0< 13 <% tomando el lado izquierdo de ia igualdad, donde se despeja el término trigonométrico inverso.
2
0> yot %"% 0 -;— <yt % <0 multipicando por = cada miembro de la desigualdad.
L ¥ L n s
i iy RS sumando - — ambos lados de |a desigualdad.
2 3 3 3 _ .
5“ © .
e simplificando.
g 3 P
. . j 5
Con el desarrolio de esta desigualdad, se obtiene que las asintotas horizontales son las rectas y = -?"-

e y_=-§ y que el rango de f es ]--53"-, %[

Con los tres puntos encontrados anteriormente, las asintotas y recordando la grafica de la funcién
f(x) = cot™ x; se procede al trazo de la grafica. .
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Ejercicios 5.5

1. Para cada funcion dada, trazar su grafica e indicar el dominio, asintotas y el rango. Ademas determinar los

. interceptos con los ejes coordenados (las respuestas de los interceptos con los ejes coordenados se dejan al
lector).

a) f(x) =2ccei (x~1) b) f(x) =tan™" (x‘-z)—§ t) f{x)=cot” (3x+2) +x

d) f(x) = 3tan™ (2x + %) -n e) f(x)=2cot” (3x-1)- % f) f(x)=—4tan™" (1 =-2x) - 13‘-
9) f(x) =~cot” (4x~3) -2 h) £ (x) =-% tan™" [—%x} +3 DS =2cot” @x+1)+ >

j) Fx)=-2tan”" (2x +1) + % k) f(x) =v—§cot'1 (x+3)+n 1) f(x) =-3tan™ [—%x + 1]

m =g (fer2)-x  ms@=zen(3x-2) -x o) se9=oor'(x-3)+ 2

5.6 FUNCION SECANTE INVERSA Y FUNCION COSECANTE INVERSA

Para estas dos funciones, el analisis es muy similar a las enunciadas en la seccién anterior;
funcion tangente inversa y funcién cotangente inversa. Se debe tomar un intervalo donde cada una de
estas funciones sea uno a uno, de tal manera que la inversa de cada una de ellas determine una funcién.

Examinese las graficas de las funciones elementales f(x) = sec x y f(x)=cscx,y restrinjase
el dominio de las mismas, de tal manera que sean uno a uno.

Para f(x) = sec x se tiene su gréfica y se observa que, para que esta funcién sea uno a uno,

AN
A A A A A A
[ o\ | i [ !
I T I
[ I I ! [ [
[ | I\ T¥41 I [
[ t I [ | |
I [ | I ! |
[ | | | | I
€t —
x =3n | ~2x_3k -x _% =z ¥ 22 | 3 x
I ; £ 12 ! |
| | ! | [ I
l | | [ I
| | b TRE) | |
I I [ I ! |
I I |
v Vv v \/ v v
vy

debe restringirse el dominio, a uno de los siguientes conjuntos (unién de intervalos):

ot o3 o - oni] ] ol o
[ o] ol o) slfie) b3l e
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Por conveniencia, para f(x) = sec x,
se toma como dominio el siguiente

i L i
conjunto [o'zLU]z’"] y se tiene

la grafica. ‘/éase el rango de ésta.

A ANY A A

I I |

| T | :

| I

| +2 I I

| | |

| 4 1 I

[ { |
€<ttt ————————>
X' _% ke 3 n 3k X

? 2] ? 2

| | :

| |

1 T2 | |

[ i [

| T | |

v vy v v

Ahora, paraque f(x)=cscx sea una funcidn uno a uno, ocurre en uno de los siguientes

/'\J’
A A A | A A A
! ! I H | I I
A I (T
I | | '{'UI |U|
I | I ' I ! |
| I i T | | !
I 1 [ i | | |
S
x -3 e _3% -% _=x | £ % 3z % 3 x
| =2} + 2 | | |
TR T
|
R T A R
[
I I I < | | |
v ¥ v | v v v
Vy'
¢ 3 x n 5x In n x
conjuntos - |-snSKu]-2n 3] J-n-2Jufoz] - 6 - f S5 afu[- e [-Fo[u[ga. 6
3x n x r T | 3= 3z 5n
""[‘“?'"[“]""?]' [‘?°[U]°'3]- [3-"[“J*’?]' 5u] “]”"?]* *
De igual manera, por conveniencia A AY A
para f(x)=cscx, se toma como ! . :
dominio el siguiente conjunto i jlz |
T T > | =% ]
-=,0 U]o,-—] se tiene la i |
[ 2 [ Itz ¥ [ %% |
graﬁca. Véase el rango de éSta. ol E s 3 A : L 1 L = i 1 L 1 1 1 1 4 ' 1
x,\-i T 1 ] : L] T T i T T T 2‘u L3 T Ll L3 '/x
1 I
| ”f |
I
: T2 )
I | I
) + |
\'/ ¢y’ \Il

Tomando los criterios anteriores,
siguientes graficas.

para trazar la inversa de estas funciones se llega a las
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Grafica de f(x)=sec™ x Grafica de f(x)=csc x

N 4’

4

T
(%]
nlg

b (l-—-—-b—-+———+—-——-i———+—-—+—-§>
X

x'-2 -1 1 2x x -2 -1 1//’
dh-% 4
(+3)
1 L

<+ -

<
]

Noétese la diferencia entre la funcién secante y su inversa, asi como también, la funcion cosecante
con su inversa.

En la funcién secante, su dominio (donde es una funcién uno a uno) es el [o.%[u];—, x] , SU rango es

}o,-1]U[t,+=[ y tiene una asintota vertical que es la recta; x =§. Ahora, su inversa tiene como

dominio J-o,-1]U[1,+=[, su rango es [°'§[U]§' x] y tiene una asintota horizontal que es la recta

Gk
.

En la funcién cosecante, su dominio (donde es una funcién uno a uno) es [-;,o[ U]o. %] . Su

rango es |-»,-1]U[1,+e[ y tiene una asintota vertical que es la recta x = 0. Ahora, su inversa tiene
como dominio J-co,~1]U[1,+=[, surango es i-%,o[ u]o, 32-] y tiene una asintota horizontal que es la
recta y=0.

Veéase las siguientes definiciones.

Definicion La funcién secante inversa, o funcion arcosecante, que se denota por sec” 6 arcsec,
se define por y=sec"x =arcsecx si y sOlosi x=secy, si x<-1 06 x21 y para

OSy<12t- (¢ -’-;-< y<m

Definicion La funcién cosecante inversa, o funcién arcocosecante, que se denota por csc”! 6
arccsc, se define por y = csc™' x =arccscx Si y sGlosi x=cscy, si x<-106 x21

y para —% sy<0 ¢ 0<ys%.

Observacién: Otros autores consideran como rango de las funciones f (x) = sec™ «x y

fx)=csc™ x, los conjuntos Io.%[u [,225[ y ] x -’25] UJ 0, _"iJ respectivamente.
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Se trazara las graficas de las funciones descritas en el siguiente cuadro.

Funcidn secante inversa Funcién cosecante inversa
f(x)=sec™' x flx)=csc'x
f(x)=asec'1x f(x)=acsc"1x
fx)=asec™ bx f(x)=acsc™ bx
f(x)=asec™ (bx +c) flx)=acsc™ (bx+c)

f(x)=asec” (bx+c)+d flx)=acsc™ (bx+c)+d

Una alternativa para trazar las graficas descritas en el cuadro anterior es:

1) Tomar el argumento de la funcion dada y acotarlo con las desigualdades que determinan el dominio
de la funcién elemental, segin se indica en la definicion; considere el caso general
flx)=asec (bx+c)+d & f(x)=acsc (bx+c)+d (bx+c<-16 bx+c>1; ver cuadro
anterior).

2) Los extremos conocidos, de estos dos intervalos se les determinan su respectiva imagen para obtener

los pares ordenados (dos) los cuales ayudan a trazar la grafica, recordando la forma de la grafica de
la funcién elemental (secante inversa o cosecante inversa).

3) Para determinar la asintotay elrangode f(x) = a sec” (bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe
y = asec™ (bx + ¢) + d, y se despeja para el término trigonométrico inverso, obteniendo que:
sec” (bx+¢) = Pk luego se resuelven las inecuaciones 0<2 HE B RISy

a

a 2 2 a
considerando los casos, cuando 2> 0 y cuando a < 0. De igual manera para determinar la asintota

yelrangode f(x)=a csc™ (bx + ¢) + d, por conveniencia se escribe y = a csc! (bx+c)+d, y se

despeja para el término trigonomeétrico inverso, obteniendo que: csc™! (bx+¢) = -ya——d, luego se

J=g <0 6 0<2= .
a a
a<0. Larecta y igual, al valor reflejado en el extremo abierto de cada intervalo obtenido, determina
la asintota horizontal en dicha grafica y la union de ambos intervalo obtenido, ef rango respectivo.

« . T =
resuelve la inecuacion > < s% considerando los casos cuando a > 0 y cuando

Véase el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1 | Trazar la grafica de cada una de las siguientes funciones, e indicar dominio, rango y

asintotas.
a) f(x)=—2csc! (x-2) b) f(x) = 3sec” (—%x + z] = %
c) fx)= %sec“(ax -1)+ % d)f(x)= -%csc"[—u e %) - -;-

Solucion:
a) f(x) =—2csc” (x—2)

Para determinar el dominio de f, se toma el argumento de la funcion y desarrollando las
desigualdades:

x—-2<-1 0o x—221

Xe 6 x23 desarrollando ambas desigualdades.
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Luego el dominiode f es: |-,1]U [3,+ [

¥
En estas funciones, es conveniente encontrar Pax
el rango, ya que facilita el trazo de su grafica. 1
Otro elemento importante que se encuentra
al obtener el rango, es la asintota horizontal T
la cual también es util para el trazo de la 1 (%)
misma. 4—-—/ y=0
e e e e e st St

Determinando el rango y la asintota Bk o | 2 fé
Tomando la funcidn y despejando para el (3,-=)
término trigonométrico inverso. T2=
fx)=-2csc™ (x-2)

g A
Por facilidad se escribe Ia funcién anterior de la siguiente forma ’

y =-2csc” (x—2), luego
:-; =csc (x-2)

Recuérdese el rango de la funcion f (x) = c_:sc‘1 (x) que es [-%.o[ujo, %] Luego resolviendo las

desigualdades —-:—s—'; <0 06 o«%s% se obtiene el rango de la funcién dada y la asintota
horizontal. Véase: -
—% < -‘% <0 6 0< -;- < % desiguaidades obtenidas.

x2y>0 O O0>p2-=x multiplicando por - 2, cada parte de la desigualdad.
O<y<n 06 -m<y<0 expresando de forma equivalente.

Con el desarrollo de estas desigualdades, se obtiene que la asintota horizontal es la recta y =0 (ndtese
el extremo abierto en ambos intervalos) y que el rango de f es [-mo0[U]o,x].

'Encontrando la imagen de cada extremo conocido en cada intervalo que forma el dominio, con el trazo de
la asintota horizontal y recordando la forma de la grafica de la funcién elemental, f (x) = csc™ x; se
procede al trazo de la grafica.

Determinando las imagenes de los extremos de los intervalos que forman el dominio
Si f(x) =—-2csc”™ (x - 2), entonces
f(1)=-2csc7(~1)

Calculando csc™(-1)
1

Sea y = csc"(—1); luego csc y = ~1, esto implica que csc y = n = —1. Lo anterior es cierto
y

Gnicamente si y = -% (recuérdese el rango de £ (x) = csc™ x, el cual es [--’21 o[ U ]o. %] ). En conclusion

f(1)==2cscV(=1)==-2 (--’ZEJ = m, asf se obtiene el punto (1, =).

f(3) = -2csc™'(1)
Calculando csc™'(1)
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Sea y =csc™'(1); luego cscy =1, estoimplicaquecscy = ;1“— = 1. Lo anterior es cierto Unicamente si
y

S T 125 (el rango de £ (x) = csc™ x, es [-%,o[ U ]o. %] ). En conclusién  £(3) = -2 csc™ (1) = =2 (%] = —x,
1" 2]
asl se obtiene el punto (3, —=).

También puede ser Util en este momento, determinar otro punto que esté en la grafica, por ejemplo el
intercepto en el eje y (1,).

Determinando el |,

Haciendo x = 0, se tiene que £(0) = ~2cs¢™'(-2)

Calculando cs¢™'(-2)

Sea y =csc(-2); luego cscy =2, esto implica cue cscy = “+n ==2 O seny = —%. Lo anterior es
¥y

cierto Gnicamente si y = —% (recuérdese el rango de f (x) = csc™ x, el cual es [-%,o[u]o. %] ). En

T

conclusion f (0) = —2csc™(-2) = —2(--;5) = % , asi se obtiene el punto (0, 5 ] .

b) f(x) = 3sec™ (-—-g-x i z]- z

Determinar el dominio de f

Tomando el argumento de la funcién y desarrollando las desigualdades:

BTSN W
2 2
3 3 :
-2 x<-3 6 ~5X =-1  sumando -2 en ambos lados de la desigualdad.
x22 o 2w g desarrollando ambas desigualdades.

Luego el dominio de f es: ]--uo. %] U[2, +eof

Deterrninando el rango y la asintota

Tomando la funcién y despejando para
el término trigonométrico inverso.

\ Ld A T L; Ll v
af 3 P X7 3 -2 4 212 3
=380¢ (—mxi2| -2 £K
S {x) ( el ) s [g s)

Reescribiendo la funcién anterior de la - 2n
siguiente forma:
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i 3 "
=3sec”'| -= +2]——, luego
y (2x X lueg
o
y+-

§ = sec"(-%.n- 2]

Recuérdese el rango de la funcién f (x) = sec” (x) que es [0.-;—[U]-’-;-.n-]. Luego resolviendo las

H
J

n x
: Yo J= . , y
desigualdades 0s— $ < % 6 -3 < & < x se obtiene el rango de la funcién dada y la asintota
horizontal. Véase;
T n
P o ‘. I
0z ——5—9- <z (o] 35 -—3-‘5— <x desigualdades obtenidas.
T  3x 3x n ) . .

0< y+3 < — o} 7 < y+-€ <3n multiplicando por 3 cada miembro de cada desigualdad,

n 3 = 3r = x B : ’
YL 0 — =< y<3R - sumando —— en cada miembro de cada desiguaidad.

6 "2 % 2 8 TR 3 o

n 4n 4n 17=n
——g P — (o} —_ < — simplificando.

kg RS g

Con el desarrollo de estas desigualdades, se obtiene que Ia asintota horizontal es la recta y =-43—“ y que

n 4n 4xn 17n
el rango de f es [-3.?[ U ]T’T]'

Encontrando la imagen de cada extremo conocido en cada intervalo que forma el dominio, con el trazo de

la asintota horizontal y recordando la forma de la gréfica de la funcién elemental, f (x) = sec ™ x; se
procede al trazo de ia grafica. A

Determinando las imagenes de los extremos de los intervalos que forman el dominio -

Si f(x) = 3sec™ (—%x + 2) - -:- , entonces

_ < 3 B x n
f(2) = 3sec 1(".‘;(2)+ 2) -5 =3sec(-1)- <
Calculando sec™(~1)

Sea y = sec”'(-1); luego sec y = =1, esto implica que sec y = = —1. Lo anterior es cierto

cosy

Unicamente si y = x (recuérdese el rango de f (x) = sec™ x, el cual es [0.1;-[ U]% x] ). En conclusion

f(2) = 3sec”(-1) - % =3 (m) - %= %, asi se obtiene el punto (2.%).

f(%) = 3sec” (-%G-) + z] - % = 3sec’i(1)- =

Calculando sec (1)
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Sea y = sec™'(1); luego secy = 1, esto implica que sec ¥y = LT 1. Lo anterior es cierto Unicamente
3 cos y

si =0 (recuérdese el rango de f(x) = sec™ x, el cual es [o, ; { U ]% x] ).

; - o ~teay X . ] ; 2 =z
En oonclusuénf(;)- 3sec™ (1) 5 3(0) - 5" asi se obtiene el punto (3. 6).

Notese que las imagenes de los extremos de los intervalos que determinan el dominio, coinciden con los
extremos de los intervalos que determinan el rango de la funcion analizada.

Determinando el |,
Haciendo x = 0, se tiene que £ (0) = 3sec™ (—-:-(0) + 2] - §= 3sec™'(2) - % {

Calculando sec™"(2)

1

Sea y = sec™'(2); luego secy = 2, esto implica que sec y = s 2 6 cosy = —. Lo anterior es
y

N

cierto Unicamente si y = % (recuérdese el rango de f (x) = sec™ x, el cual es [0.%[U]%.u] ). En

conclusion £(0) = 3sec™(2) - -:— = 3(%) - % = %, asl se obtiene el punto (o,-?).

¢) flx)= gsec"'(3x- 1)+ 2

Determinar el dominio de 1
Tomando el argumento de la funcion y desarroliando las desigualdades:

Ix-1<-1 6 3x-1 >1 acotando el argumento segun el dominio de la funcién elemental.
3x<0 o 3x>2 sumando 1 en ambos lados de cada desigualdad.
2
x<0 (o} X2 5 dividiendo por 3 ambos iados de cada desigualdad.

Luego el dominio de f es: |-, 0]U[§,+m[

Determinando el rango y la asintota

Tomando Ia funcién y despejando para el término trigonométrico inverso.

3 -1 b4
S - -1} 4 —
Six)= Zsec™ (3x—1)+ 2 S 2
Reescribiendo Ia funcién anterior de Ia siguiente forma: ( °'T) ]:
» =§sec“(3x—1)+§, luego PR | MRS, .
n = T 2 =
FiGEy
—4 =sec! (3x -1 i gl
2 ( ) o -3 -2 49 1 1 2 9 X
2 L
Recuérdese el rango de la funcién f(x) = sec™ (x) EE
que es [o.g[ U]%.t] . Luego resolviendo las 1
V2=
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b T
H Senho : S
desigualdades 0< —4 < X o X __4 .
37272773
2 2
se obtiene el rango de la funcion dada y la asintota horizontal. Véase
ol x
R
0< —3-1 < = 06 % < 3 2 <qa desigualdades obtenidas.
2 2
0< y—f < -;—(%) 6 % (g-)< y—-:-s n(-:-) multiplicando por g) cada miembro de cada desigualdad.
0<y- 2% %5 6 34—' <y ~% < -321 efectuando los productos planteados en cada desigualdad.
0+—=<yp< %+% 6 34—‘ HEPS 925+ % sumando E en cada miembro de cada desigualdad.
%s r<s 0 =m<yc< -7{- simplificando,

Con el desarrollo de estas desigualdades, se obtiene que la asintota horizontal es la rectay== y que el
rango de f es [—3—,1:[ U]:,—:E].
Encontrando la imagen de cada extremo conocido en cada intervalo que forma el dominio, con el trazo de

la asintota horizontal y recordando la forma de la grafica de la funcion elemental, S (x) = sec”" x: se
procede al trazo de la gréfica.

Determinando las imagenes de los extremos de los intervalos que forman el dominio

Si f(x) = -gsec" (3x—1) + -;f,entonces

SO)= Zsec™ (3(0)~ 1) + X =2 sec (1) + »

Calculando sec™ (-1)

Sea y = sec™ (-1); luego sec y = -1, esto implica que sec y = LA -1. Lo anterior es cierto

cosy

unicamente si y = x (recuérdese el rango de f (x) = sec™ x, el cual es [o.%[u]%, x] ) En conclusion

7(0)= %(u) . -} =38,x %, asi se obtiene el punto (o.%}.

Calculando sec™ (1)

Sea y = sec™ (1); luego secy = 1, esto implica quesecy = e 1. Lo anterior es cierto Gnicamente
s cos y ~

si y =0 (recuérdese el rango de f(x) =sec™ x, el cual es [o, %[ U ]-;- x] ).

En conclusiénf(-:-) = %sec~1 (1) + i‘. =§ 0+=% =0+

& , asl se obtiene el punto [3, 3).
4 4 3 4

A

Noétese que las imagenes de los extremos de los intervalos que determinan el dominio, coinciden con los
extremos de los intervalos que determinan el rango de la funcién analizada.

Con estos dos puntos encontrados y considerando el rango, se procede al trazo de la grafica.
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d) f(x)=-%csc" (-—2x+-;-]— -;7

Determinar el dominio de f

-2x +%S -1 06 —2x + -;— 21 desigualdad obtenida.
-2x< —1 - % o] -2x2>1- -;- sumando --,‘,'- en cada miembro de las desigualdades.
-2x < —g» o] —2x > % efectuando las sumas en cada desigualdad.
Ky
X = -2— o) X< - % despejando para x. 2
L -k ) 1 3 TR
uego el dominio de f es: = U e
Determinando el rango de la funcion y la asintota T ( 3_._1_'5)
horizontal para facilitar el trazo de la misma. G ————t }>
2 x' _1
- . (. ————————— o ———— —— -
Determinando rango y la asintota _ 6\. ¥ _i:
Tomando la funcién y despejando para el [-%. —:—;)
término trigonométrico inverso. T
1 -1 1 T W
- —— _2 g n . ]
f(x) 2csc ( x+2) 3 ¥

Escribiendo la funcién anterior de la siguiente forma:
si =~ ese (—2.:: + 1) - X luego
S 2)” 3

y+ = =-1csc'1(—2x+1)
3 2 2

o —Zly +§J = csc"(-Zx +—;-)

Recuérdese, el rango de la funcién f (x) = csc™ (x) que es [—%.o[u]o. %] . Luego resolviendo las

desigualdades -3 ) ( y+ ) <0 6 0<-2 ( y+ %) < % se obtiene el rango de la funcién dada y la
asintota horizontal. Véase:
~Zg-2 ( y+—- ) <0 o] 0<=2 ( y+ %J < ; desigualdades obtenidas.

DA o o 23D e

cada parte de las desigualdades.

% 2y +§- >0 6 0>y +§ > -% efectuando los productos y simplificando.
S T = n % I ¢ T = % .
— == 2 Pt - — D> =P Fm - > = sumando —— en cada parte del a desigualdad.
i 3"y &%y SR i R 3 3 .
n b4 7 x

——2 ) >== 6 ==3>p > - efectuando las sumas.
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n e n n
e Ciamear. P € = expresando de forma ivalente,
¥ T w8 ° FaeeEn

Con el desarrolio de estas desigualdades, se obtiene que la asintota horizontal es la recta y = —% y
que el rango de f es [—%.—-;-[U]——. ———].

Encontrando la imagen de cada extremo conocido en cada intervalo que forma el dominio, con el trazo de
la asintota horizontal y recordando la forma de la grafica de la funcién elemental, £ (x) = cs¢™' x; se
procede al trazo de la grafica.

Determinando las imagenes de los extremos de los intervalos que forman el dominio

Si fix)= —%csc"(-z.xw;—J --;5 , entonces

Vhe alouertl ol WA o N o Bwe g3 ] o X s S ety &
f[--i)— 2csc (2( 4)+2] 3 zcsc (2+2] 3 2csc (1) 3
Calculando csc™ (1)

Sea y=csc™' (1); luego csc y =1, esto implicaque cscy = S ) Lo anterior es cierto Unicamente
g seny

si y= ; (recuérdese el rango de f (x) = csc™ x, el cual es ['§’°[U]°' %] )

. 1 1 - 1 1 R 1 -4 b3 1(= T =
| _— T —— =2 Y e o e e B it [ 55 5 St i

Enconcussénf( 4) 2c:sc [ ( 4)+2] 3 2csc (1) S 2[2) = =" asl se

£ 1 Tn
obtiene el punto | ~—, ——|.

tiene el pu to( 2 12)
Ahora,
Si f{x)= --;-csc"(~2x+—]-§ , entonces

3 1 - 3. 1 % 1 4 3 1 n 1 -1 =

| 2| = ] i B = O s o S s R s e |y paat
f(4) 2°S°[2(4)+2) 3 2 °(2+2) 3 - 2% -3
Calculando csc™ (-1)
Sea y = csc™ (-1); luego csc y = -1, esto implica que csc y = sel = —-1. Lo anterior es cierto

y

Unicamente si y = -% (el rango de f(x) = csc ™' x, es [-% o[ U ]o. 5] ).

2
En conclusion f (%) = —%csc" {_z(%J+ %} —

= k4

12’

= -%csc" 1) - §= _% (_l‘_] -

L
2 4

WA
WA

2 3 T
asi se obtiene el punto | —, -—|.
P ( 4 12]

También puede ser util, determinar otro punto que esté en la grafica, por ejemplo el intercepto en el eje y
(1,), si este existe.
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Determinando el 1,
: : 1 - 1 4 1 (1 b1
H dox=0 i = - —2x4 === 2cegse”| =] ==
aciendo x = 0, se tiene que f(0) 2csc ( x+2) 3 2cs ( ] =

Calculando csc™ G)

Sea y= csc"(l); luego cscy = 1, esto implica que csc y = LIS 0 seny =2 Este lltimo
2 2 seny 2

resultado, es una contradiccién, lo cual indica que no hay intercepto en el eje y, para esta funcién.

Nétese que, en este caso solamente se tienen dos puntos determinados, pero con el trazo de la asintota
horizontal, el dominio y el rango, se puede hacer un bosquejo de la grafica. L]

Ejercicios 5.6

1. Para cada funcion dada, frazar su gréafica e indicar el dominio, asintotas y el rango. Ademas determine los

interceptos con los ejes coordenados (las respuestas de los interceptos con los ejes coordenados se dejan al
lector).

a) f(x)=2csc”! (x—1) b) f(x) =sec™ (x-2) = ¢) f(x) =csc” (3x +2) + %

d) f(x) = 3sec”’ (Zx + %) -7 e) f(x)=2csc™ (3x-1) --} f) f(x)=-4sec” (1 -2x) - %
o) £ =-csc™ (4x-3) -2 h) £ = -2 sec™ [-gx) +2 ) so=20sc Gre )+ 2
) £ () =-2sec” @ 41) + X K) f () = -—;-csc" (x+3)+x 1) f(x) = ~3sec” (-—%x + 1)

m) f(x)=—%csc'1(%x+2] -n  n) f(x)=25ec"1(-}x-2} -n 0) f{x)=csc™ (x-%) + %

EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO V

1. Determinar el valor exacto de:

a) sen”’ (%] b) sen™ [——?] c) sen™ (iz_?-] d) cos™ (1,2-2_-\
;)) h) cos™ [cos :%J]

ooloel)  vm(ols) o) rofer(s)

m) sen(sen“[g]] n) sen {sen '[-isg-]] o) s;en" [sen (-135-)) p) cos™' (cos(%))

e) cos™ (1) f) cos™ (—} g) sen (sen"(
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2. Para cada funcién dada, trazar su grafica e indicar dominio, amplitud, periodo, el desfase o corrimiento y el rango.
Ademas determine los interceptos con los ejes coordenados (las respuestas de los interceptos con los ejes
coordenados se dejan al lector).

a) f(x)= —:—sen(:!x --%]+1 b) f(x) = -2sen (%x~-:—] ¢) f(x) =cos(x~-;—) +2
d) f(x)=—acos(g-x+ u) ~1 e) f(x)=4cos(zx_§) 4 f) f(x)=—cos(2x+—:-J -2
g) j(x)=—%cos(2x--§) -2 h) f(x) = 2sen [--“%] . 2 i) £l = gcos(~2x+-:-J _2

3. Para cada funcion dada, trazar la grafica e indicar dominio, ecuacion general de las asintotas, periodo y el rango.
Ademas determine los interceptos con los ejes coordenados (las respuestas de los interceptos con los ejes
coordenados se dejan al lector),

a) (9= ~tan (x~m) + % b) f(x) = -2¢csc (2x— 1) + % ¢) f(x) =-—tan(--;-x+-’33) +1
d) f(x)=3sec (x-—%] -% e) f(x =200t(—3x+%) +1 f) f(x)z_zsec[z“%] -
g) f)= 2cot(2x—%) -1 W rw=-2 csc(—§x+ n) ) S ==Tcot (c o m) +2
) re =250t(2x+-:~) — 1 K) £ =-%cot[2x-€] -2 N £ = 2sec(-;-x- x) <

m) flx)= %sec[—.\u%) +1 n) f(x)=—%tan (%x—n) +2 0) f (x) =—2csc(%x-x]+2

p) f(x)=--;csc(%x-x) +2 q f(x)=-2tan(§+x]+2 r) f(x)=3sec[2x +§) -%

4. Para cada funcién dada, trazar su grafica e indicar el dominio y el rango de la misma. Ademas determine los
interceptos con los ejes coordenados (las respuestas de los interceptos con los ejes coordenados se dejan al
lector).

a) f(x) =2cos™ (x + 1) b) f(x) =sen™ (x+2)- g ) f(x)=sen” (3x-2)+x

d) fx)= %sen"(n-;.]-x e) f{x) ==2cos™ (3x+1) - % f) f(x)=-2cos™ (3-2x) - §
9) S =-tan” 2x+3)- £ h) 1) = cot™ (-gus] + 2 ) rws 2 cot™ (2c + 0)-=

: -1 n 1,..~1 = -1 1
1)f(x)=-2¢:ot (4x+1)+; k)f(x)=-§tan (<2x+3) +=x 1) f(x) =~ 3cot [—§x+2] -7
m) f(x)=—3csc"1(%x+1)—u n) f(x)= %sec"'[-;:x—1] -n o) f(x)=2&sc"(x- %] - -;-

P) S =—csc” (-;-x-a) -z q f(x)=2sec“[x-§) -3 Drweect@ey- X
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CAPITULO VI LAS CONICAS

GENERALIDADES DE LAS CONICAS

Las curvas conocidas como circunferencia, parabola, elipse e hipérbola, se les llama
frecuentemente secciones cénicas o simplemente cénicas, ya que todas ellas pueden obtenerse como
secciones de dos conos circulares rectos intersecados en sus vertices y cortados por un plano.

Veéase la siguiente figura.

a) b) c) d)

circunferencia elipse parabola hipérbola
fig. 1

Del analisis que se hace en Ia fig. 1, con los dos conos circulares rectos intersecados en su vértice y
el plano en mencion, se observa que:

1. Si el plano que corta a uno de los conos en su totalidad (no en su vértice), es paralelo al plano
que contiene ia base de uno de los conos, entonces a la curva de interseccion se le llama
circunferencia (ver fig. 1 a)).

2. Sielplano que corta a uno de los conos en su totalidad (no en su vertice), no es paralelo al plano
que contiene la base de uno de los conos, entonces a la curva de interseccion se le llama elipse
(ver fig. 1 b)).

3. Si el plano corta a uno de los conos pero no en su totalidad, entonces a la curva de interseccion
se le llama parabola (ver fig. 1c)).

4. Si el plano corta ambos conos rectos, pero no pasa por el vértice, entonces a la curva de
interseccion resultante se e llama hipérbola (ver fig. 1d)).

En el caso que el plano pase por el vértice del cono, se produce una cénica degenerada (un
punto, una recta o dos rectas paralelas: en su momento se ejemplificara).

El interés en este capitulo acerca de las conicas es, determinar y visualizar aigunos de sus
elementos, asi como también el trazo de las curvas en el plano cartesiano.

La ecuacion cuadratica en dos variables Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, donde A, B y C no
sontodascero y D, E y F nimeros reales, determina una conica o una conica degenerada.

En este capitulo se analizara la ecuacién Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey+F =0, conB=0, para
simplificar el analisis.

Retomando la ecuacién de interés en este momento Ax* + Cy? + Dx + Ey + F = 0, donde A y C no
son ceros simultaneamente, se inicia con la primera conica: la circunferencia.
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6.1 LA CIRCUNFERENCIA

En geometria se estudia la circunferencia como una figura geométrica y en donde se enuncia
algunos de sus elementos (centro, radio, didmetro, secante, cuerda, tangente, entre otros). Ahora lo que
interesa es conocer la ecuacion que la determina, graficarla en el plano cartesiano, asi como identificar
alguncs elcmentos de la misma que facilite el trazo de su grafica. Ademas se utilizaran algunos
elementos estudiados en el algebra, que en su momento se recordaran.

Todas las cbnioas tienen un analisis muy similar, por lo que se les pide que vean detenidamente
el analisis que se ira presentando en cada una de ellas, para que en las subsiguientes se les haga mas
facil su aprendizaje.

Recordatorios

Férmula de la distancia entre dos puntos del plano y punto medio del segmento de recta,
determinado por dichos puntos

La distancia entre los puntos A(xy, y1) y B(xz, y2) en el plano cartesiano esta determmada por la
siguiente formula: d (A, B) = ‘[(x2 x,) +(y,- ,.,)

El punto medio M del segmento de recta que contiene como extremos los puntos A(xs, 1) y Blxz, y2)
esta dado por M (_{1__;_5;_!1_;_2_2_) ;

Véase la siguiente definicion:

Definicion La circunferencia es la grafica, formada por todos los puntos P en el plano, tal que la
distancia a un punto fijo es constante. El punto fijo se llama centro C y la distancia
constante al centro de la circunferencia se llama el radio (r) donde r > 0.

Trazando una circunferencia de radio r y con centro en el origen en el plano cartesiano y otra con centro
en (h, k) y con radio r, se observan las siguientes figuras.

N AN

/ \Xm ¥
172

s ~ <

< c(0, 0]/ ~.d <
\7 ' \/
a) fig. 2 b)

Obsérvese la fig. 2 y apliquese la definicion de la circunferencia. En la fig. 2 a) (circunferencia con
centro en el origen) se observa que CP = r = sz+ y* (aplicando la férmula de la distancia) 6
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= x*+ y* Enlafig. 2 b) {con centro en el punto (#, 4)), se observa que CP = r = Nx - h) + (y - k)?

(aplicando la férmula de distancia) 6 r?= (x - k)2 + (y - k)? .

Esta uitima ecuacion es llamada forma canénica de la circunferencia.
Véase;

FORMA CANONICA O ESTANDAR DE LA ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL ORIGEN
Y CON CENTRO EN EL PUNTO (k, &)

Con centro en el origen 2+t = 2

Con centro en el punto (4, &) (x=hP+(y~k)? =r?

Si_ se desarrollan los binomios en la segunda ecuacion, se obtiene una ecuacion de la
forma Ax® + Cy* + Dx + Ey + F = 0, donde A = C. Si la ecuacién tiene esta caracteristica, se le llama
forma general de la circunferencia. Recuérdese que tambien se puede tener una circunferencia

degenerada.

Los problemas que se pueden plantear en este tema son: determinar el centro y radio, trazar la
grafica de una ecuacion dada si ésta existe (ésta puede estar dada en forma candnica o en forma
general). Ademas se puede pedir que se encuentre la ecuacion de la circunferencia, dando algunas
condiciones.

Véase los siguientes ejemplos.

Ejerhplo1 Determinar la ecuacién (forma canénica o estandar y general) de la circunferencia, que
satisfaga las siguientes condiciones.

a) Centro (C) en el origen y radio (r) = -;- b)C(1,2) y r=3

c) C(=2,3) y r=1 d)C(=3,-1) y r =§ e)CO, 1)y r =5
f) Tiene un didmetro con extremos A(~1, 1) y B(1, -3).

g) Pasa por el punto A(2, 1) y con centro C(4,2).

h) Con C(2, -3) y tangente al eje x.

i) Con C(-4, 5) y tangente al eje y.

i} Tangente al eje x en A(4,0) y tangente al eje y en B(0, —4).

k) Con C(1, -2) y que es tangente a la recta / con ecuacion x — y=1

Solucién:

a) centro (C) en el origen y radio (r) = %

Se indica que el centro es el origen, por lo que se tiene C(0,0) vy r= % Utilizando la forma canénica o

2
estandar (x — k)? + (y — k)* = r? y sustituyendo los valores para #, k y rse tiene (x—0)® + (y - 0) =(%] .

Simplificando se tiene que x* + 3* = % 6 de forma equivalente, 4x* + 4y =1,
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b)C(1,2) y r=3

Se tiene que el centro es C(1, 2) y r = 3. Utilizando la forma candnica o estandar (x— k)P’ + (y -~ k)*=r?

y sustituyendo los valores para , k y r se tieneque (x—1)°+ (v = 2)* = 3*. Desarrollando los
binomios y simplificando se obtiene que x*+ y*—2x—4y—4=0.

c) C(-2,3) vy r=1

Se tiene el C(-2, 3) y r = 1. Utilizando la forma canénica o estandar (x-h)* + (y—k)*=r* y sustituyendo
los valores para h, k y r se tiene (x=(-2))+(p=30°=1" o6 (x+272+(@y-3)? =12
Desarrollando los binomios y simplificando se tiene que x*+ y*+4x~6y+ 12 = 0.

d)C(=3,-1) y r =§

Se tiene el C(~3, -1) y r = =. Utilizando la forma canénica o estandar (x—h)*+(y —k)2 = /2 y

N W

2 2
sustituyendo los valores para &, k y r se tiene (x - (=3))* + (y — (-1))? =(—:-) 6 (x+3)* + (y+ 1) =[§) i

Desarrollando los binomios y simplificando; 4x? + 4y + 24x + 8y + 31 = 0.

e)C(O.-1)y r=5
Se tiene que C(0, -1) y r= J5 . Utilizando la forma canénica o estandar (x - kY2 + (y — k)2 = 7 y

sustituyendo los valores para h, k y r se tiene (x—0)*+ (3 — (-1)) = (,/? )2 6 x*+(p+1)7? =5

Desarrollando el binomios y simplificando; x*+ 3 +2y -4 =0,

f) Tiene un didmetro con extremos A(-1, 1) y B(1, -3).

Para encontrar la ecuaciéon de la circunferencia, es
necesario conocer el centro y el radio. Para visualizar lo
enunciado, se procede a elaborar una figura. Recuérdese
que todo diametro (D) contiene el centro de la
circunferencia, que D = 2r (diametro es igual a dos
radios) y que el punto medio de un didmetro coincide con
el centro de la misma.

Calculando el punto medic M del segmento que
determina un diametro, se tiene:

_,.M(&Hz,yﬁyz) » (-1 t 1'1+(-3)J=(0' 1)
2 2 2 2

Luego C(0, —1) es el centro y para determinar el radio, se puede encontrar la longitud del diametro dado y
la mitad de esta longitud, es el radio. Otra forma de encontrar el radio, es determinando la distancia del
centro a uno de los puntos extremos del diametro.
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Determinando la distancia del centro C(0, -1) a A(~1, 1) (uno de los extremos del diametro).

4(C. A = {(1-0F + (1--1)' ={(1f+2* = [5
Luegor= 5 y C(0, -1)

Utilizando la forma canénica o estandar (x - &)? + ( p-kP =¥ y sustituyendo los valores parah, k y r
s tiene (x-0)*+ (p-(-1))*= (y8) 6 P+p+1y=5.
Desarrollando el binomio y simplificando; x*+y*+ 2p —4=0.

g) Pasa por el punto A(2, —1) y con centro C(4,2).
o _

En este caso se conoce Unicamente el centro, pero con
los datos que se dan se puede encontrar el radio.
Ubicando los puntos dados en el plano cartesiano y con
el auxilio de un compas se traza una figura; con ésta se
tiene una mejor idea y facilita el analisis. Recuérdese que
el radio es la distancia del centro a un punto de la
circunferencia. Para determinar el radio de esta
circunferencia, se caicula la distancia del centro al punto

que se dice pasa la circunferencia (d(A, C)).

Luego d(A.C) =r= y(4-2) +(2~(-1) =2+ 32 = 73 .

Se tiene entonces que r= 1/13 y C(4, 2) (el centro de la circunferencia). ,

Utilizando la forma candnica o estandar (x — k)? + ( y-kP=r~y sustituyendo los valores parafi, k y r

se tiene (x—4)%+ (y-2)*= (Jﬁ)’ 6 (x-d4p+(p-2=13.
Desarrollando los binomios y simplificando; x*+ y* — 8x -4y + 7 = 0.

Otra forma para encontrar el valor para r, es:

Conociendo el centro el cual es el punto C(4, 2), tomando la ecuacion canonica (x — h)? + (y - k)? = r?,

sustituyendo los valores de # y k en ésta Ultima y sustituyendo el punto que esta en la circunferencia
(si un punto esta en una curva, entonces dicho punto satisface la ecuacion que le corresponde a dicha
curva) en esta Gltima ecuacion se tiene.

(x - h)z +(y - I&')2 =p® ecuacién candnica de la circunferencia con centro C(/, &).
(x -~ 4)2 +(y- 2)2 =r? sustituyendo el valor de & y & en la ecuacién en forma canénica.
(2- 4)2 +(=1-2)%=,2 sustituyendo el punto (2, —1) en la ecuacitn en forma canonica.
(—2)2 + (—3)2 =,2 simplificando; notese que se obliene una ecuacién cuadratica.
13 =72 simplificando.
J1_ =y encontrando el valor para r.

Conociendo el centro y el radio se procede a sustituir estos valores en la ecuacién de forma candnica.
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h) Con C(2, -3) y tangente al eje x.

En este caso se conoce Unicamente el centro, pero con
los datos que se dan se puede encontrar el radio.
Trazando una circunferencia con las condiciones dadas,
se tiene la figura de la izquierda. Nétese que si la
circunferencia es tangente al eje x, el punto A(2,0), esta
en la circunferencia (tomando el segmento desde el
centro de la misma, perpendicular al eje x) y se determina
que el radio es 3. Recuérdese que el radio, es la longitud
del centro a un punto de la circunferencia y se determina,
calculando la distancia del centro al punto A.

Luegod(A,C)=r= J (2-2) +(0-(-3))’ = =3,

Nétese que el segmento AC (radio de la circunferencia) es paralelo al eje y, luego se puede determinar
queAC=r= |-3-0]|=3.

Se tiene entoncesque r=3 y C(2, -3) (el centro de la circunferencia).

Utilizando la forma candnica o estandar (x - h)? + (y — kP> =/ y sustituyendo los valores para h, k y r
se tiene (x—=2)*+(p—(-3)*=3* 6 (x-2P+(p+3)?=32
Desarrollando el binomio y simplificando se tiene x*+y* - 4x +6p +4 = 0,

i) ConC(-4,5) y tangenté alejey.

En este caso también se conoce Unicamente el centro,
pero con los datos que se dan se puede encontrar el
radio. Trazando una circunferencia con las condiciones
dadas, se tiene la figura de la izquierda. Notese que si la
circunferencia es tangente al eje y, el punto A(0,5) esta en
la circunferencia (tomando el segmento desde el centro
de la misma, perpendicular al eje y) y se determina que el
> radio es 4. Recuérdese que el radio, es la longitud del
centro a un punto de la circunferencia y se determina,
calculando la distancia del centro al punto de tangencia A,
+-4 ' en el eje y.

e Luegod(A, C)=r= J(—4 - o)z +(5 —5)2 =y42 =4,

El segmento AC (radio de la circunferencia) es paralelo al eje x, luego se puede determinar que
AC=r=|-4-0|=4.

Se tiene entonces que r=4 y C(~4, 5) (el centro de la circunferencia).

Utilizando la forma canénica o estandar (x — k) + (y — k) = 7° y sustituyendo los valores para i, k y r
se tiene (x—(-4))?+(y-52=4> 6 (x+4)+(y -57°=4%

Desarrollando el binomio y simplificando; x* + y* + 8x— 10y + 25 = 0,
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J} Tangente al eje x en A(4,0) y tangente al eje y en B(0, —4).

En este caso no se conoce el centro, ni el radio pero con los
A datos que se dan, se puede encontrar el radio. Trazando una
circunferencia con las condiciones dadas, se tiene la figura de la
+4 izquierda. Notese que si la circunferencia es tangente al eje y, y al
eje x en los puntos B(0,- 4) y A(4,0) respectivamente, se
determina que AC = AB = 4 (tomando el punto de interseccion del
segmento perpendicular que corta al eje x en el punto A y el
segmento perpendicular que corta al eje y en el punto B), luego el
radio de la circunferencia es 4 y el centro es C(4, — 4),
Utilizando la forma canénica o estandar (x-h)* +( y—kP? =7 y
sustituyendo los valores para h, k y r se tiene
(=4 +(y=(~4))2 =4 6 (x-4a)%+ (v + 4)* = 4% Desarrollando
el binomio y simplificando se tiene que x* + y*— 8x + 8y + 16 = 0.

k) Con C(1, -2) y que es tangente a la recta / con ecuacién x — y=1

Trazando la recta segun la ecuacion dada y trazando una
éby circunferencia con las condiciones enunciadas, se tiene ia
figura de la izquierda. Se conoce tnicamente el centro,
12 pero con los datos que se dan se puede encontrar el
radio.

T Encontrando los interceptos con los ejes coordenados
—_— para frazar la recta se tiene que (1, 0) e (0, =1).
3 & Notese que si la circunferencia es fangente a la recta
con ecuacion x -y = 1, el segmento que va del centro al
punto de tangencia (el radio) es perpendicular a la recta,
la cual es tangente a la circunferencia. Para encontrar el
punte de tangencia, se debe encontrar la ecuacién de la
recta que contiene al segmento AC (el radio) y luego

encontrar el punto donde se intersecan dichas rectas.

Retomando la ecuacion x - ¥y =10 suequivalente, y = x - 1 se tiene que su pendiente es 1. Luego la
pendiente de la recta que contiene al radio Y que es perpendicular a |a recta dada es ~1.

Utilizando la ecuacién punto y pendiente y — yo = m(x - xo), con Po(1,-2) y m=-1y sustituyendo en la
ecuacion antes mencionada, se tiene que y~(-2)= =1(x~1) 6 y= —x—1.

; i 3 =-x-1
Resolviendo el sistema de ecuaciones {y * 4
y=x-

se tiene (aplicando el método de igualaciéon) que x-1= —x=1 ¢ x= 0, luego y = -1. Concluyendo
que el punto A(D, -1) es el punto de tangencia y es un punto que esta en la circunferencia. El radio se
calcula, encontrando d(A, C) = r = J (1-0)* + (-2 --n)’ = J P+(-1) = f2.

Obteniendo entonces que r= JE y C(1,-2) (el centro de la circunferencia).

Utilizando la forma canénica o estandar (x-hP+(p-kP=p y sustituyendo los valores para h, & y r
se tiene (x—1)"+ (y - (-2))% = (,/27')2 6 (x=1P2+(p+27=2

Desarrollando el binomio y simplificando se tiene 12 + Y -2x +4p+3=0 ®
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Ejemplo 2 | Para cada ecuacion, determinar si es posible, el centro, radio y trazar su grafica.

a)(x-27%+y* =4 b) (x +

Wre-12=5 )+ 1 +@p+1?=8

dy+y’-ax =1 o) x'+)-ax+by +4=0 N+ 9 -6x-6y-79=0

g)2x*+2y" +8x~12p +26=0

Solucion:

a) (x-27+y? =4

b) (x+ 1)+ (= 1) = o
g
@ 1
B T
X - 1 x
-1
y’

h) x2+y2-2r+4y +9=0

La ecuacion dada, expresada en su forma canénica es
(x = 2%+ (p — 00 =22 Esto implica que el centro es

C(2,0) y el radio r = 2.

Para trazar la grafica se ubica el centro en el plano
cartesiano, y se traza un punto a dos unidades del centro
(se puede tomar en forma horizontal o vertical) y con la
ayuda de un compas ubicado en el C(2, 0) y con una
abertura de 2 unidades se procede al trazo de la grafica
(circunferencia).

La ecuacion dada es (x + 1)% + (p = 1) =—}, y en su forma
2
candnica se tiene (x - (-1))’ + (y - 1) =[;}] lo que

implica que el centro es C(—1, 1) y el radio r ==;:-.

Para trazar la grafica se ubica el centro en el plano
cartesiano, y un punto a % unidades del centro (se puede

tomar en forma horizontal o vertical). Es decir con la
ayuda de un compas ubicado en el C(-1, 1) y con una

abertura de -% unidades se procede al trazo de la grafica

(circunferencia).
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c)x+ 1) +(p+1)% =8

La ecuacion dada es (x + 1)2 + (» + 1) = 8, que
expresada en su forma canbnica se tiene

O ) S TR ) =(J§ )2. Luego el centro es
C(~1,-1) yelradio r= |8 .

Se traza la grafica ubicando el centro en el plano
cartesiano, y un punto que se encuentre a ,/? unidades
del centro. Con la ayuda de un compas ubicado en el
centro y con una abertura de 8 unidades se procede al
trazo de la grafica (circunferencia).

La ecuacion dada x* + y* — 4x = 1, corresponde a la de
una circunferencia ya que A = C y la misma no esta dada
en la forma candnica. Para llevarla a dicha forma, se
procede a la completacion de cuadrados; en este caso

Unicamente para la variable x. Véase: ]

Pyt —dx=1 ecuacion dada.
(*—4x+4)+(y-0)=1+4 completando cuadrados para ia
variable x y sumando este valor en ambos lados de la ecuacion.

2
Notese que b = -4, -;- =2 y (%) = 4. En el caso que b sea negativo,
por estar elevado al cuadrado, no es necesario tomar el signo.
(x-2+(-0>=5 factorizando y simplificando.

Esto implica que el centro es C(2, 0) y elradio r= ,[5 3

Para trazar la gréafica, se ubica el centro en el plano cartesiano, y un punto a ,/? unidades del centro y

con la ayuda de un compas ubicado en el centro y con una abertura de J'E unidades se procede al trazo

de la grafica (circunferencia).

e) x2+y2—-4x+6y +4=0

La ecuacién dada x> +y* —4x + 6y + 4 =0, es la
ecuacion de una circunferencia, ya que A = C y la misma
no esta dada en la forma canénica. Para llevarla a la
forma canonica, se procede a la completacion de
cuadrados, con respecto a las variables x e y. Véase:

K+ y2 -4x+6y +4=0 ecuacion dada.

(x2 -4x )+ (y2 + By ) =-4  asociando los términos con
variable x y con la variable y, y transponiendo el o los término sin
variable.
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2
(.)c2 —4x +4)+ (yz +6p+9)==4+4+9 completando cuadrados (%] en cada agrupacion y sumando estos

b_ bY _ "
L=y = =4 yenlasegunda, b=6,

valores en ambos lados de la ecuacidn. Nétese que en la primera agrupacién, b = -4, 3

b Y _
3 3 y(i) 9.

(x ~ 2)2 +(y+ 32 =9 factorizando y simplificando.
Esto implica que el centro es C(2, -3) y elradio r=3.

Para trazar la grafica, se ubica el centro en el plano cartesiano, y se toma un punto a 3 unidades del
centro.

f) '+ 9’ -6x-6y-79=0

La ecuaciéon dada 9x* + 9° — 6x — 6p — 79 = 0,
corresponde a una circunferencia, ya que A = C. Por
facilidad, se debe llevar a la forma general donde
A = C = 1. Luego para llevarla a la forma canénica, se
debe aplicar completacion de cuadrado con respecto a
las dos variabies.

Para lograr que A = C = 1 se debe dividir por 9 ambos

- P 1
lados de la ecuaciéon o multiplicar por = tal como se

muestra.

1/a0.2 2 - o

S(Qx + 9y" - Bx ~ 6y~ 79) = -6(0) multipticando.
2+ y2 - %x— % Y - 7?9 = simplificando.

asociando y transponiendo término.

9
( —-x+—] + (,2_3 ¥y +1) =—+ —1— + 1 completando cuadrados (2]2 en cada agrupacién y sumando estos
3 9 3 9 9 9 9 2
valores en ambos lados de la ecuacion. Nétese que en la primera

cool e A BY _ 1 . |
agrupacion, b = 3'3 y (5] 3 y en la segunda, & 3

b_ 1 by _ 1
2 37 (i) 9

(x’_§x+.;-J + (y’--;-y-p-g-) =9 efectuando la suma en el miembro de la derecha.
1Y 1)
-]+ i | D) factorizando.
(" 3) [’ 3) o

Esto implica que el centro es C [%.%) y elradio r=3.

Ubicando el centro en el plano cartesiano, y con radio 3 unidades a partir del centro, se procede a trazar
la grafica.
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g) 27 +2)% +8x—12y +26=0

N La ecuacion dada 2x* + 2y° + 8x — 12y + 26 = 0,
[ - corresponde a una circunferencia, ya que A = C
P Llevandola a la forma general donde A=C =1y luegoa
la forma canénica, se tiene:

-
C(-2,3)

11

— %(2;3 +2)% +8x 12y +26=0) = -15(0) muliplicando por

+-1
-12- ambos lados de la ecuacion.

P yz +4x-6y+13=0 simplificando.
Yy (2 +4x) + (42 -6y ) =13 asociando.

; . .

(x2 +4x+4) + (y2 ~By+9)=-13+4+9 completando cuadrados (g) en cada agrupacién y sumando estos
valores en ambos lados de la ecuacion. Nétese que en la primera

2
agrupacion, b= 4, -:-=2 y (%) =4 y enla segunda, b=-8, %=-3‘
» 2

(x2 +4x+4)+ (yz -6y+9)=0 efectuando la suma en el miembro de la derecha.

(x+ 2%+ (y- 32=0 factorizando.

Obteniendo que el centroes C (-2, 3) y elradio r= 0.

Esta ecuacion representa una circunferencia degenerada ya que el radio es cero y el unico punto

que satisface dicha ecuacion es el centro. Lo que significa que no existe tal circunferencia, sino
unicamente un punto.

h) ¥*+)*—2x+4y +9=0

La ecuacion dada x* + y° — 2x + 4y + 9 = 0, corresponde a una circunferencia, ya que A = e,
Llevandola a la forma canénica, se tiene:

x2+yz—?.\:+4y +9=0 ecuacion dada.
(xz -2x )+ 0t +4y )=-9 asociando.
(Jc2 —-2x+1)+ (yz +4p +4)=-9+1+4 completando cuadrados (%]z en cada agrupacién y sumando estos

valores en ambos lados de la ecuacién. Nétese que en la primera

2 .
agrupacion, b = -2, %-—--1 y (%) =1 y enlasegunda, b=4, %nz

sY _
v 3 =+
(x- 1)2 +(p + 2)?=-4 factorizando y simplificando.
Notese que el radio es negativo, lo que implica que para esta ecuacion, no existe punto que

satisfaga dicha ecuacion. Se dice que la ecuacién corresponde a una circunferencia degenerada y en
este caso no existe grafica.
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Ejercicios 6.1

1. Determinar la ecuacién (forma canénica o estandar y general) de la circunferencia que satisfaga las siguientes
condiciones.

a) Centro (C) en el origen y radio (r) =§ BYC-1,1) y r=3 ¢} C(=2.1) y r={Z
d)C(-2, 1)y r=2 e)C(0,-1) y r =5 f) Tiene un diametro con extremos A(-2, 1) y B(1, -2).
g) Tiene un diametro con extremos A(-2, 3) y B(4, -2). h) Pasa por el punto A(4, -2) y tiene centro C(2,1).

i) Pasa por el punto A(3, 1) y tiene centro C(—1.1). j) Con C(1,-2) y tangente al eje x.
k) Con C(2, -3) y tangente al gje x. 1) Con C(-3, 1) y tangente al eje y.
Il) Con C(-2, 2) y tangente al gje y. m) Tangente al eje xen A [%. OJ y tangente al eje y en B (0, -%) :

n) Con C(3, 1) y que es tangente a la recta / con ecuacién 2x + y = 1.

o) Con C(2, 3) y que es tangente a la recta / con ecuacion 3x + 4p+2=0.
p) Tangente a los dos ejes, radio 3 y esta en el segundo cuadrante.

q) Tangente a los dos ejes, radio 2 y esta en el tercer cuadrante.

Ademas determinar las coordenadas del

r) Con C(0, 0) y tangente en A, a larecta /. /
punto A. Ver figura.

\/}l'
grafica inciso r)

2. Para cada ecuacion, determinar si existe, el centro, radio y trazar su grafica.

a)’+(y-37° =4 b)(x+2)2+(y—1)2=% c)x+3)¥+(y-1)>=5
d)x’+y*~2x =0 e) X+y*+2y =3 fa’+)y —4x+2y+5=0
9)x2+y2+3x—5}"%=0 h) x*+y* +6x—4y +13=0 i) £+ -6x+4y +16=0
i) 4 + 4" + ax -8y =11 K)9x*+ 9% +36x -6y +28=0 1)x¥+y*-2x+6y +10=0

6.2 LA PARABOLA

La siguiente conica por analizar es la parabola, para lo cual se enuncia la siguiente definicién.

Definicion Una parabola es la grafica definida por el conjunto de todos los puntos P en el piano que
estan a la misma distancia de un punto fijo F y de una recta fija D. El punto F es llamado
foco de la parabola; la recta D es la directriz de la parabola. Es decir una parabola es
la grafica determinada por todos los puntos P tal que d(F, P) = d(P, D). La recta que pasa
por el foco y es perpendicular a la directriz se le llama eje de simetria y el punto medio
del segmento determinado por el foco y el punto de interseccion de estas dos rectas se le
llama vértice de la parabola.
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La siguiente figura muestra lo dicho en la definicion.

Obsérvese la fig. 1. La recta que pasa por el foco y es
perpendicular a la directriz D es el eje de simetria, el punto de
interseccion de la parabola con su eje de simetria se llama vértice
V. Como el vértice es un punto de la parabola, éste debe
satisfacer la ecuacion dada en la definicion de la parabola, es
decir d (F, V) = d (V, D). Dicho de otra forma, el vértice es el punto
medio del segmento perpendicular que va del foco al punto de.
interseccién con la directriz D. Si ahora se ubica esta parabola en
el plano cartesiano, se deduce la ecuacion de la misma.

eje de simetria
2

Véase la fig. 2. Por facilidad se ubica el vértice, foco y la directriz

como se muestra en la misma. Si se toma el vértice en el origen

(0,0), el foco se puede colocar en €l eje x, 0 en el eje . Tomando

el foco sobre el eje x positivo, se tiene lo mostrado en la fig. 2. .

Notese que la distancia del foco (F) al vértice (V) es p, las

coordenadas de F son (p, 0) con p 2 0. De igual manera, la .
—> distancia desde V a la directriz D, también es p y como la recta
D debe ser perpendicular al eje x (ya que es el gje de simetria de
ia parabola con vértice en el origen), la ecuacion de la directriz D,
debe ser x = —p. Ahora si P(x, y) es un punto en la parabola,
entonces éste satisface la ecuacion d (F, P) =4 (P, D).

De esta manera se tiene que:

J(x - p)2 +y? =|x+p| aplicando la férmula de la distancia. Notese que el segmento PD es horizontal.
(x- p)2 +yi=(x+ p)2 elevando al cuadrado ambos fados de |a igualdady simplificando.

X = 2px + 25 o i 2 T
= Py = 2px+p desarrollando los binomios.

.Vz = 4px simplificando.

Del Gltimo resultado, se concluye que la ecuacion de una parabola con vértice en (0, 0), foco en (p, 0) y
directriz x=-p, con p>0 es y2= dpx.

En la fig. 2, se decidi6 ubicar el foco sobre el eje x positivo. Si el foco se coloca en el eje x negativo 6 en
el eje y positivo 6 en el eje y negativo, se obtiene una forma diferente de 1a ecuacion para la parabola.
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Las siguientes figuras muestran las distintas posibilidades que tiene la grafica de una parabola
con vertice en el origen, asi como también la ecuacién que le corresponde a cada una de elias.
Obsérvese en cada una de ellas, las componentes del foco, el eje de simetria y la ecuacion de la directriz.

Considérese p > 0.

AY 2 = 4px 2-_4

directriz; x=-p . # d -5 AY
& MNdirectriz; x=p
< - >
x’ Rplo) x & o ~
X" Fl-p,0) *
v
vy v
a) le’
b)
AY Ay
X = 4py

v

\ 'W d:ret;triz;< y=p
oy TR
(0, -p)

x'=—4py

&
l‘

4

X

v

direct_rlz? y==-p

c) fig. 3 d)

Aunque se indique una ecuacioén para cada grafica, éstas se pueden sintetizar en dos. La fig. 3 a)
y b) cuyo eje de simetria es el eje x, puede representarse por la ecuacion y* = 4px, considerando que si
p > 0, entonces la gréfica abre hacia la derecha y si p < 0, entonces la grafica abre hacia la izquierda. De
igual manera para |a fig. 3 c) y d), cuyo eje de simetria es el eje y, puede representarse por la ecuacion
x" = 4py, considerando que si p > 0, entonces la grafica abre hacia arriba y si p < 0, entonces la grafica
abre hacia abajo y conociendo como es p, se determina la ecuacion de la directriz segun sea el caso.

Ahora, si una de las graficas mostradas en Ia fig. 3, las cuales tienen vértice en el origen y con eje
de simetria en uno de los ejes coordenados, se desplaza & unidades horizontalmente y luego & unidades
verticaimente, se obtiene una parabola con vértice en el punto (h, k) y con eje de simetria paralelo a
uno de los ejes coordenados. Las ecuaciones de dichas parabolas tienen la misma forma de las descritas
anteriormente, pero con x sustituida por x—h e y sustituida por Y=k
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Obseérvese |a fig. 4

y considere p>0, #>0, k>0 y el eje de simetria paralelo a uno de los ejes
coordenados.

(- k)" =—-dp(x - h)

/F directrizy x=h+p

———— — — —
— —— ]

d
-

X

.
o~

xl

J,y, \f)'
a) b)
LS N -k =4 -k i »
- I >
\ tﬂh. k+p) & lf directriz; y =k +p
: , é IV(h, &)
1V(h, k) //'f\
a . hy a5 X I’i N
directriz; y=k—-p I Fn ki=p)
| |
| (x—h)* =~ 4p(y - k) |
| |
‘Leje de simetria; x = A \Leje de simetria; x = i
vy g
c) @

fig. 4

De igual forma que lo dicho anteriormente, las graficas mostrados en

la fig. 4, se pueden
sintetizar en dos tUnicamente. Considerando

que para la grafica de la fig. 4 a) y b) se toma la ecuacion
v=-k?= 4p(x - h) y si p es positivo la grafica abre hacia la derecha y si P €s negativo, la grafica abre
hacia la izquierda. Los otros elementos como ser el foco y la directriz, se encuentran asignandole el valor
a p, ya sea positivo o negativo. De igual manera para la grafica de la fig.4 c) y d) se toma la ecuacién
(x— )" = 4p(y - k) y si p es positivo la gréfica abre hacia arriba

abajo. Al desarrollar el binomio de cada una de las ecuaciones I
la ecuacion general Ax*+ Cy*+Dx+Ep+F=0, A=0 6 bienC =
dicha ecuacion cuando se tiene una parabola (AC = 0).
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Otro elemento de la parabola es la cuerda focal o {ado recto. Véase la siguiente figura.

A

A

™
Ly

-—-1D-
“ry

o
e\ .
y

K’I N

A

a) x2=—4y
d) (x+1)*=8(y-2)

P JERQURp—— .

v

b) y2= 1«
8) (x-3)=-y -1

)

i

Notese el segmento AB, éste pasa por el foco, es
perpendicular al eje de simetria y contiene dos puntos de
la parabola. A este segmento se le llama cuerda focal o
lado recto. La longitud de esta cuerda focal es |4p|. Los
ejemplos sobre esta cénica (parabola) son muy similares
a los dados en la circunferencia. Se dara una ecuacion en
su forma candnica o en forma general y se pedira que se
encuentre sus elementos y que se trace su grafica. Asi
mismo se daran condiciones y se pedira que se
encuentre la ecuacidbn de la parabola. Véase los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 1 | Para cada ecuacion, determinar las componentes o coordenadas del vértice, del foco, la
ecuacion de la directriz y trazar su gréafica.

¢) -1 =-4(x-2)
f) X’ +8x=4y—-8

h) 4x® +3p—16x+19=0 i) 4x*-12x+9=0

g) 2" ~4y=x-2
Solucién:
a) x*=-4y
'
+2
Diy ' 5

La ecuacnén dada x’ = -4y, escrita en su forma canénica

es (x ~ 0P = - 4(y — 0), por las caracteristicas de la
misma, ésta corresponde a una parabola que abre hacia
abajo. Noétese que 4p = — 4 (segun la ecuacion de la

parabola), por lo tanto p = —1. Con el valor encontrado
para p, se determina la ecuacion de la directriz y el foco,
ademas se puede hacer un bosquejo de la gréafica.

Determinando los elementos de la parabola: V(0, 0),
F (0, p), directriz (D), y = —p.

Sustituyendo el valor para p en cada enunciado
anteriormente se tiene que: F (0, -1), directriz (D);
===t

Notese que lo que se tiene es un bosquejo de la grafica. Si se quiere tener una mejor
aproximacion de ésta, se sugiere asignarle un (algunos) valor (es), yaseaa x o a y, y encontrar el valor
para la ofra variable sustituyendo este valor en la ecuacién que le corresponde a dicha grafica. Otros
puntos que pueden ser Utiles son los interceptos con lo ejes coordenados (I, e l,) si existen. También se

puede (n) obtener otro (s) punto (s) por simetria. Por ejemplo, si x = 1: (1) = -4y e y= -%, asi se

obtiene el punto (1,-%).
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1
b) y*= -
)y i
¥ La ecuacion dada y* = %x, escrita en su forma canodnica
A
F 1 es (y-0)*= %(x —0), por las caracteristicas de la misma,
&
f(‘ ’0) eésta corresponde a una parabola que abre a la derecha
i, A ) . s (notese que p es positivo y con eje de simetria paralela al
o~ T -
> ! | 1 s eje x). Se tiene que 4p = % (segun la ecuacién de Ia
T-1 parabola), por lo tanto p = 1—15. Luego, la directriz, el foco
Dyx ==L []
16 dlyu 1

Mostrando un bosquejo de la grafica; haciendo x = 1, se tiene que y = :t-%

() ()

¢) p-1)7>=-4(x-2)

D;x =3

Ve
4 Ex
4
d) (x+1)*=8(y-2)
y
A
| +
\?LV
Ve, T
,<=:<::::.:' >
- . 2::'_22 D;?v=ox
I -
| +-4
I +
E.deS: x=~
&{7},.

y el vértice son x = - = ——

1
76’ F(?E'OJ y V(0, 0)

respectivamente.

obteniendo los puntos

La ecuacion dada (y — 1)* = —4(x - 2), esta escrita en su
forma canoénica, por io que su vértice es (2, 1). Notese
que h=2 k=1 4p=~4 6 p=-1 Porlas
caracteristicas de la ecuacion se tiene una parabola que
abre a la izquierda con eje de simetria paraleio al eje x.
Indicando los elementos de esta parabola se tiene que
V(2,1), Flh+p, k)= (2 + (=1, 1) = (1, 1), directriz (D);
X=h-p =2~-(-1)=3.

Mostrando un bosqzuejo de la grafica; haciendo x =0, en
la ecuacion (y — 1)* = —4(x - 2) y despejando para y se
obtienen tiene que y = 1+2/2 obteniendo los puntos

(0.1-242) y (0.1+ 242}, los cuales son I,

La ecuacion dada (x + 1)* = 8(y — 2), esta escrita en su
forma canénica, por lo que su vertice es (-1, 2). Nétese
que h=-1, k=2 y 4p=8 ¢ P = 2. Ademaés p es
positivo y la variable que esta elevado al cuadrado es x,
razén por la cual la ecuacién dada determina una
parabola que abre hacia arriba y con eje de simetria
paralelo al eje y. Véase los elementos de esta parabola:
V(-1,2), Flh, k+p)=(-1,2+ 2) = (-1, 4), directriz (p);
Y=k -p=2-2=0.
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Mostrando un bosquejo de la grafica; haciendo x = 0, en la ecuacion (x+1) = 8(y —2) y despejando para
y se tiene que y = 1—87- formando el punto(o, 181) Otro punto si es necesario, se puede obtener por

simetria o asignandole otro valoryaseaxéa y.

©) (x-3)'= —y-1 -
La ecuacion dada (x — 3)° = —y — 1, no esta escrita en su
A-V forma candnica. Llevandola a la forma candnica se tiene

A -3 =_ i —
:E_ do B3 (x—=3) (v + 1), por lo que su vértice e1s (3, =1). Notese
i | que h=3, k=~1y 4p=-—1 6 p=-7.Ademas, pes
T - negativo y la variable que esta al cuadrado es x, razén
T e L) S por la cual la ecuacion dada determina una parabola que
¥ 46t 3 u“‘_";_ ;-_"__ 3 abre hacia abajo y con eje de simetria paraleio al eje y.
| 1273 ;
| 4 Véase los elementos de ésta: V(3, -1), Fli, k + p) =
-4 | :
! (3,~1+ (-1D=(3, -3] , directriz (D), y = k - p =
i?y' \b 4 . 4

Mostrando un bosquejo de la grafica; haciendo x = 2, en la ecuacion (x — P mpq y despejando para
-y se tiene que y = -2, formando el punto (2, —=2). Otro punto si es necesario, se puede obtener por
simetria. .

f) x*+8x= 4y -8 :

La ecuacién dada x* + 8x = 4y — 8, no esta escrita en su
y forma candnica. Para llevarla a esta forma se debe
completar el trinomio cuadratico con respecto a la
variable x (completacion de cuadrados). Véase:

05
L

X+ 8= 4y -8 ecuacién dada.

F—————>

—
5
1
I

oS

: 2 2
x W 2 4 6 «x x*+8x + (g—) =4y -8 + (%J completacion de cuadrado.
-2

L

Yea-) Dy =3 ¥ +8x+16=4y-8+16  simpificando
--.‘ ] o
: (x+ 4)2 =4(y + 2) simplificando y factorizando.
\ Yy
E.deS;x=-4 De la dltima se tiene: V(-4, -2) h=-4,k=-2 y 4p=4

0 p = 1. Notese gue p es positivo y que la variable que
esta al cuadrado es x, razon por la cual la ecuacién dada
determina una parabola que abre hacia arriba y con eje
de simetria paralelo al eje y. Luego los elementos de la
parabola son: V(-4, -2), F(h, k + p) = (-4, =2 + 1) =
(-4,-1), directriz (D), y=k —p ==-2-1=-3

Mostrando un bosquejo de la grafica; haciendo y = 0, en la ecuacién (x+ 4)2 = 4(y + 2) y despejando para
x setieneque x=-4+ 22 6 x=-4-2/2, formando los puntos (-4+2Ji,o) y (-4-2J2‘,o).
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@) 2y’ ~dy=x-2

La ecuacién dada 2)” — 4y = x — 2, no esta escrita en su
forma candnica, pero por facilidad, primero es necesario
eliminar el coeficiente del término cuadratico. Para
llevarla a la forma canénica se debe aplicar completacion
de cuadrados con respecto a la variable y. Véase:

2y2 -4p=x-2 ecuacién dada.
A (2% - 4y) = 1 (x-2) multiplicando por .
2 2 2
y2 -2y = %x -1 simplificando.
2 2
¥ Y2y + (g) = %x -1+ (g—] completacion de cuadrados.

J’2 -2y+1= -;-x -1+1 simplificando.
r=-1)7= %(x -0) simplificando y factorizando.

De la ditima se tiene: V(0, 1), k= 0, k=1 y 4p = % 6 p= %. Nétese que p es positivo y que la

variable que esta al cuadrado es y, luego la ecuacién dada determina una parabola que abre hacia la
derecha y con eje de simetria paralelo al eje x. Los elementos de esta parabola son: V(0, 1), Flh+p k)=

1 1 ; G 1 1
0+—,1| = | -,1|, directriz (D), x=h-p=0—- = =——.
( +8 ) (8 ) i Z(D), x=h-p=0 s -

Mostrando un bosquejo de la grafica: haciendo » =0, en la ecuaciéon (y — 1) =%(x -0) vy

despejando para x se tiene que x = 2, formando el punto (2, 0).

h) 4x* + 3y - 16x+19=0
La ecuacion dada 4x* + 3y — 16x + 19 = 0, no est4 escrita

A en su forma canénica. Expresandola en su forma
. do S:ix=2 canonica (completacion de cuadrados con respecto a la
+2 : variable x). Véase:
44 : 4y’ +3p-16x+19=0 ecuacion dada.
s cpn = s p— e 4x* — 16x = -3y-19 transponiendo términos
XY 3 2 4 1 2 a3 _=x Vi dinin .2 o 1
Dy =% e : > e (4x* - 16x) = z (-3y-19) multiplicando por —.
F
T2 ,' K ~4x = —-3-y Pl simplificando.
l 4 4
¥y v 2 2
! x*—4x+ (%J = —% y- ? + (%) completacion de cuadrados.
X —d4x+ 4= —.:-y - 1; +4  simplificando.
X —d4x+4= —-i- y- -:— simplificando

(x=2)? = —% »+1) simplificando y factorizando.
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En esta dltima ecuacion, es necesario extraer como factor comun el coeficiente principal del miembro que

no esta elevado al cuadrado (expresar de forma equivalente). De la Gltima se tiene: V(2, 1), & = 2,
3 3

k=-1y 4p=-= 6 p=-—"_,
y 4p 2 P

Notese que p es negativo y que la variable que esta al cuadrado es x, por lo que la ecuacion dada
determina una parabola que abre hacia abajo y con eje de simetria paralelo al eje y. Identificando los

elementos de esta parabola: (2, -1), Fl&, & + p)= (2, -1+ (-i]] = (2. —E] ,directriz (D), y=k-p=

16 16
-1 - (_i) = —.1_9.
16 16

Mostrando un bosquejo de la grafica; haciendo x = 1, en la ecuacion (x-202= —% (v + 1) y despejando

para y se tiene que y = -—;-, formando el punto (1, —%J

i) 4 -12¢+9=0
La ecuacion dada 4x* - 12x + 9 = 0, no esta escrita en su

Ay forma canonica. Para llevarla a la misma, se aplica
Mx =-:- completacion de cuadrados con respecto a la variable x.
12 Véase;
14 4x* -12x+9=0 ecuacion dada.
1 2 1 e 1
G I —(4x*-12x+9) = — e
b e g i Z (4x* - 12x + 9) = (0) muitipicando por —.
-+ =1 2 9
xX-3x +~=0 simplificando.

1 4
X J ¥ =3x= e transponiendo término
vy K 4

2 2

X =3x+ (3 w5 (2 completacion de cuadrados.
2 4 2
xP=-3x+ 2u B0 simplificando.
4 4 4
3)2
(x - 5) =0 simplificando y factorizando
3 .
xX= 5 despejando para x.

Nétese que esta Glitima ecuacion, al llevarla a la forma canénica, esta comparada con cero, que la
variable que esta elevada al cuadrado es x y que la variable ¥ no se observa. Esto indica que no existe
paraboia, pero la ecuacion satisface las condiciones de Ia parabola ya que AC = 0. Entonces, lo que

existe es una parabola degenerada, ya que lo que se tiene es una recta vertical x = -:-

Se debe tener en cuenta, que la ecuacién general de la parabola, es una de las siguientes
Ax® + Dx + Ey+F=0 6 Cy2 +Dx +Ey+F =0, pero en el caso que E, en la primera ecuacién 6 D en la
segunda sean 0, se tendra una parabola degenerada que puede ser una recta vertical o una horizontal
respectivamente o tenerse una ecuacion que ningtin punto la satisfaga, es decir que la solucién sea
vacia. %
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a) Foco (F)en (2,0) y vertice (V) en el origen.
c) Directriz la recta x =-% y V(0, 0).
e) F(-2,4) y directriz la recta y=2.

Ejemplo 2 | Determinar la ecuacién (forma canédnica o estandar y general) de la paradbola, que
satisfaga las siguientes condiciones.

b) F(0, -3) y directriz la recta y=3
d)V(2,-3) vy F(2, -5).
f) F(-3,-2) y directrizlarecta x = 1.

g) V(0, 0), pasa por el punto (2, 3) y eje de simetria el eje y.
h) V(2, 1), eje de simetria paralelo al eje x y pasa por el punto (1, 0).
i) V(-1, -2), abre a la izquierda y el lado recto con longitud de 3 unidades.

Solucion:

a) Foco (F)en (2,0) y vertice (V) en el origen.
y
6
4

<A —————+

i Ll

Por facilidad, es preferible que se elabore un bosquejo de

la gréfica para tener una idea de la misma. Recuérdese
que depende de su forma, para tomar la Gnica ecuacion
que le corresponde.

Segun las condiciones dadas, la parabola abre a la
derecha por lo que la ecuacion que le corresponde es
(v = k)° = 4p(x — k) con p > 0. Como el vértice esta en el
origen, esto indica que V(0,0), donde # = 0 y k=0
Ademas el foco es de la forma F(h + p, k), lo cual indica
que F(O + p, 0) = F(2, 0), por lo que p = 2 (valor que se
necesita para encontrar la ecuacion).

Conociendo el valor de &, & Y p, se sustituyen en la ecuacién (y - 5 = 4p (x — h) y se encuentra la
ecuacioén solicitada en forma canonica, luego desarrollando e! binomio, simplificando y comparando con

cero se obtiene la ecuacion general.

Véase:

- Ic)2 =4p (x - h) ecuacion que le corresponde a la parabola por (2 forma de fa misma.
¥-03>= 4(2)(x-0) sustituyendo el valor de &, & y p.

yz = 8x simplificando y se obtiene la forma canénica o estandar de la ecuacion.
yz -8x=0 comparando con cero y se obtiene la ecuacion general,

b) F(0, -3) y directriz la recta y=3.

Ubicando las condiciones dadas (foco y directriz) en el
plano se tiene la figura de la izquierda. Nétese que con
estas condiciones, la parabola abre hacia abajo, por lo
que se espera que el valor por encontrar para p sea
negativo. Aplicando la definicion de la parabola, se tiene
que el vértice esta dado por el punto medio del segmento
que tiene como extremos el foco y el punto de
interseccion del eje de la parabola y la directriz que es
(0,3). Se obtiene entonces que el punto medio es (0,0) y
por tanto V(0,0).

La ecuacion que e corresponde a ésta es
(x = h)* = 4p(y — k) con p < 0. Como el vértice esta en el
origen, esto indica que V(0,0), donde & = 0, k=0y
ademas el foco es de la forma Flhi, k +p).
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Esto indica que F(0, 0 + p) = F(0, -3), por lo que p = -3.
Conociendo el valor de &, k y p, se sustituyen en la ecuacion que le corresponde (x — #)* = 4p(y — k).

Véase:
(x— h)z =4p (y — k) ecuacién que le corresponde a la parabola por la forma de la misma.
(x~ 0)2 =4(-3)(y-0) sustituyendo el valorde &, k y p.
= 2y simplificando y se obtiene la forma canénica o estandar.
X+ 12y =0 comparando con cero, se obtiene [a ecuacion general.

¢) Directriz la recta x=—§ y V(0, 0).

3
Dyx = -
2

Elaborando una grafica con las condiciones dadas
(vertice y directriz) se tiene la figura de la izquierda.
Notese que con estas condiciones, la parabola abre hacia
la derecha, por lo que se espera que el valor por
encontrar para p sea positivo.

La ecuacion que le corresponde a ésta es
(v - &)* = 4p(x - h) con p > 0. Como el vértice es el origen,
esto indica que V(0,0), donde h =0 y & = 0. Ademas la
directriz esta dada por la ecuacién x = h — p, lo cual

indicaquex=0-p 6x==p 6 —p=—-23- 6 p=%.

Conociendo el valorde #, k y p, se sustituyen en la ecuacién (y -k)?= 4p(x — h).

Véase: "

v - It)z =4p (x—h) ecuacién que le corresponde a la parabola por la forma de la misma.
- 0)2 =4 (%) {(x=0) sustituyendo el valorde &, & y p.

y2 =6x simplificando y se obtiene la forma canénica o estandar.

yz ~-6x=0 comparando con cero se obtiene la ecuacion general.

d)V(2,-3) y F2.-5).

N
+6

A A
+2 |
|

B D S i

L2 2'_3)0;}‘ ==

Ubicando las condiciones dadas (foco y vértice) en el
plano de ejes coordenados se tiene la figura de la
izquierda. Notese que con estas condiciones, la parabola
abre hacia abajo, por lo que se espera que el valor por
encontrar para p sea negativo. En este caso se conoce el
vértice que es V(2, -3) y el foco F(2, -5).

La ecuacibn que le corresponde a ésta es
(x~#)* = 4p (y — k) con p < 0. Como el vértice es el punto
V(2, -3), esto indica que & =2 y k =-3. Ademas el foco
es de la forma F{h, k + p), lo cual indica que F(2, -3 + p) =
F(2,-5), porloque -3+p=-5 6 p= -2 (dos pares
ordenados son iguales si sus primeras componentes son
iguales y sus segundas componentes son iguales).
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Conociendo el valorde &, k y p, S€ sustituyen en la ecuacion {x - h)? = 4ply - k).

Véase:

(x - h)z =4p (y - k) ecuacion que le corresponde a la parabola por la forma de la misma.
(x— 2% = 4(-2)(y - (=3)) sustituyendo el valor de i, k y p-

(x— 2= -2y +3) simplificando y se obtiene la ecuacion en forma candnica o estandar.
X -4x+4=-8y—24 desarroilande el binomio y aplicando propiedad distributiva.

X —4x+8y+28=0 simplificando y comparando con cero (ecuacién general).

e) F(-2,4) y directrizla recta y = 2.

Segun las condiciones dadas, la parabola abre hacia
arriba, por lo que se espera que el valor encontrado para
p sea positivo. En este caso se conoce el foco que es
F(-2, 4) y la directriz la recta y = 2.

La ecuacion que le corresponde a ésta es
(x - h)? = 4p(y — k) con p > 0. El vértice es el punto medio
del segmento con extremos -2, 4 y (-2 2)
(interseccion del eje de la parabola y la directriz), luego
V(-2,3)conh=-2 Yy k= 3.

Como el foco es el punto F(=2, 4) y por ia forma que tiene
la parabola, las coordenadas del foco en general son
F(h, k + p) esto indica que F(=2, 3 + p) y como F(-2, 4),
setieneque3+p=4 6 p= 1 (dos pares ordenados son
iguales si sus primeras componentes son iguales y sus
segundas componentes son iguales). :

Conociendo el valor de h, k y p, se sustituyen en la ecuacion (x— h)* = 4p(y - k).

Véase:

(x~- h)z =4p (y— k) ecuacion que le corresponde a la parabola por Ia forma de la misma.
(x— (—2))2 =4(1)(y - 3) sustituyendo el valor de k, k y p.

(x+ 2)2 = 4(y - 3) simplificando y se obtiene la ecuacion en su forma canonica o estandar.
X+ax+4=4y-12 desarrollando el binomio y aplicando propiedad distributiva.

X +ax—-4y+16=0 simpiificando y comparando con cero (ecuacion general).

f) F(-3,-2) y directriz larecta x= %

N D; x =1

Segun las condiciones dadas y trazando una gréfica, se
observa que la parabola abre hacia la izquierda. Razon
por la cual, le corresponde la ecuacion (y - k)2 = 4p(x - h)
con p < 0. E! vertice esta determinado por el punto medio
del segmento con extremos el foco y el punto.de
interseccion de la directriz y el eje de la parabola, el cual
es V(-1, -2), donde h = -1 y k=-2. Ademas el foco
que le corresponde a gsta, estd generalizado por
Flh + p, k) 6 F(-1 +p, -2) y como se indica que
F(-3, -2), setieneque -1 +p = 306 p= -2
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Conociendo el valor de &, k y p, se sustituyen en la ecuacion (y — k)%= 4p(x — h).
Véase:

v - I()2 =4p(x-h) ecuacion que le corresponde a la parabola por la forma de la misma.
v - (-2))2 =4(~2)(x = (=1))  sustituyendo el valor de k, & y P

O+ 2)2 = =8(x + 1) simplificando y se obtiene la ecuacién en forma candnica o estandar
y2 +4y+4=-8x-8 desarrollando el binomio y aplicando propiedad distributiva.
yz +4y+8x+12=0 simplificando y comparando con cero (ecuacién general).

g) V{0, 0), pasa por el punto (2, 3) y eje de simetria el ejey .

Segun las condiciones dadas, la parabola abre hacia
arriba, por lo que se espera que el valor por encontrar
para p sea positivo. Con los datos conocidos se tiene que
V(0,0), eje de simetria y = 0 y la ecuacién que le
corresponde a la misma es (x - k) = 4p (y - k) con p>0.
Como el vértice es V(0,0), la ecuacién se reduce a
x*=4py con p> 0. Ahora si el punto (2,3) esta en dicha
parabola, este punto satisface la ecuacion de la misma.

Luego retomando la ecuacion x* = 4py y sustituyendo el
punto (2,3) en ésta, se obtiene el valor para p, que es lo

-4 que hace falta para obtener la ecuacién solicitada.
-
Y
Véase
¥= 4py ecuacion que le corresponde a la curva.

2 = 4p(3)  sustituyendo el punto (2,3) en fa ecuacion.
4 =12p simplificando.

1
5 =p despejando para p.

Sustituyendo este valor para p, en la ecuacién que le corresponde a la parabola antes indicada, se tiene
que x*= 4(%) TR-Y % ¥, en su forma canénica 6 3x* - 4y = 0 (ecuacion general).

h) V(2, 1), eje de simetria paralelo al eje x y pasa por el punto (1, 0).

Haciendo un bosquejo de la parabola, segun las
condiciones dadas, se observa que la parabola abre
hacia la izquierda, por lo que se espera que el valor por
encontrar para p sea negativo. Segun los datos dados, se
tiene el V(2,1), la ecuacion de la directriz es de la forma
y=h-p ylaecuacion que le corresponde a la parabola
es (y—k)*=4p(x—h) con p<0.

Como el vértice es V(2,1), la ecuacion se transforma en
(v ~ 1)* = 4p(x - 2) con p < 0. Ahora si el punto (1,0) esta
en dicha parabola, este punto satisface la ecuacién de la
misma.

Luego retomando la ecuacion (y — 1)° = 4p(x ~ 2) y
sustituyendo el punto (1,0) en ésta, se obtiene el valor
para p, que es lo que hace falta para obtener la ecuacién
solicitada.
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Véase:
y— 1)2 = 4p(x — 2) ecuacion que le corresponde a la curva,
(0 -1 )2 = 4p(1 - 2) sustituyendo el punto (1,0) en la ecuacion.
1= 4p(-1) simplificando.
-% =p despejando para p.

Sustituyendo este valor para p, en la ecuacién que le corresponde a la ecuacion de la parabola antes
indicada, se tiene que: '

- 1) =4 (—%) (x=2) 6 (y-1)7%=—(x—2)(ecuacion canénica)

Desarroliando el binomio y simplificando, se llega a la ecuacion general, y -2y +x-1=0.

i) V(=1,-2), abre ala izquierda y el lado recto con longitud de 3 unidades.

\J Haciendo un bosquejo de la parabola, segun las condiciones

4r3 dadas, se observa que la parabola abre hacia la izquierda, por lo
i que se espera que el valor por encontrar para p sea negativo.
[ Segun los datos dados, se tiene que V(-1, -2) y que AB = 3.
4 Como la longitud de la cuerda focal es igual a |4p |, esto implica
- que l4p| = 3. De donde 4p=3 ¢ 4p =-3. Despejando para p
>

r1 1 2 3°% se tiene que p = % 6 p=—-:‘:-. Antes se dijo que p <0, luego la
A ecuacion que le corresponde a la misma es (y - &) 2=4p(x—h)
% con p<0.

b}} Sustituyendo los valores para h, ky p €n la ecuacion se tiene

- 2= 4(-3) -0

Simplificando se tiene (y + 2)? = -3(x + 1); ecuacién canodnica. Desarrollando el binomio y simplificando,
se obtiene la misma en forma general: y“ +4y + 3x+7=0. -

Ejemplo 3 | Para cada grafica indicada, determinar la ecuacion (forma canénica o estandar y general)
que le corresponde.

a) b)
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Solucion:
a)

Segun la grafica dada, se observa que la parabola abre hacia
abajo. Segun los datos dados, se tiene que el V(1,2), eje de
simetria paralelo al eje y y la ecuacion de la directriz de la forma
y=k- -p, Ademas la ecuacion que le corresponde a la parabola
es (x— ) =4p(y—k)con p<0.

Como el vértice es V(1 2) se obtiene la ecuacion al sustituir el
valorde h y k;, (x— 1)? = 4p(y - 2) con p < 0. Ahora si el punto
(2,1) esta en dicha parabola, este punto satisface la ecuacion de
esta parabola.

Luego retomando la ecuacion (x - 1) = 4p(y — 2) y sustituyendo el
punto (2,1) en la misma, se obtiene el valor para p.

Véase: J
(x— 1)2 =4p(y - 2) ecuacion que le corresponde a la curva.
(2 - 1)2 =4p(1-2) sustituyendo el punto (2,1) en la ecuacion.
1=4p(-1) simplificando.
—% =p despejando para p.

Sustituyendo este valor para p, en la ecuaciéon que le corresponde a la parabola antes indicada, se tiene

que:

(x—1)? =4[—%)(y—2) 6

(x = 1)? = =(y = 2); ecuacién en forma canénica o estandar.

Desarrollando el binomio y simplificando, se obtiene la ecuacién general x*—2x +y —=1=0.

Observando la gréafica dada, se nota que la parabola abre hacia la
izquierda. Segun los datos dados, se tiene el V(2,1), eje de
simetria paralelo al eje x y la ecuacion de la directriz de la forma
x=h- P Ademas la ecuacion que le corresponde a la misma es
- k) =4p(x—-h)con p<0.

Como el vertice es V(2,1), se obtiene la ecuacion
(y=- 1) =4p (x - 2), al sustituir el valorde 4y &; con p < 0. Ahora
tomando uno de los puntos que muestra Ia grafica; (0,3) y
sustituyendo el mismo en la ecuacién (y — 1) =4p (x - 2) se
obtiene el valor para p.

~ Véase:
(y- 1)2 =4p(x-2) ecuacién que le corresponde a la curva después de haber sustituido by k.
(3 - 1)z =4p(0 -2) sustituyendo el punto (0,3) en la ecuacién.
4 = 4p(-2) simplificando.

N |-

=p despejando para p.
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Sustituyendo este valor para p, en la ecuacién que le corresponde a la parabola antes indicada, se tiene
que:

v -17=4 (—%J (x=2) 6 (r -=1)*=-2(x-2); ecuacién candnica o estandar.

Desarrollando el binomio y simplificando, se tiene la ecuacién general, y®- 2y+2x -3=0.

Observando la grafica dada, ésta abre a la derecha; por lo que

p>0, V[;} 2) , eje de simetria paralelo de las x y ecuacion de la

directriz de la forma x = & — p, F (32) y en forma general la
siguiente F(h + p, k). Segln las condiciones dadas, la ecuacién
que le corresponde a esta parabola es (y — k)° = 4p (x - k) con
p>0. '

Como el vértice es V(% 2), se obtiene la ecuacién

(y=-2)*= 4p(x - %) , al suslituir el valorde & y k; con p>0.

Ahora se indica el F (3,2) y que en forma general corresponde a F(h + p, k). Comparando estos dos pares
ordenados que determinan el foco y sustituyendo los valores de 4 y & se tiene F(3,2) = FG +p, 2].

Recordando que dos pares ordenados son iguales si y sélo si sus primeras componentes son iguales y

Sus segundas componentes son iguales, se plantea entonces que % + p="36p= 1:- Sustituyendo los
valores de h, k y p en la ecuacion (y - k)’ = 4p(x — k) se tiene (y — 2)° = 4(%) (x—-;-] 6
y-27= 10(x - %J obteniendo la ecuacién en forma canénica o estandar.

Desarrollando el binomio y simplificando, se llega a la ecuacion general; y* ~4y — 10x + 9= 0. [

Ejercicios 6.2

1. Para cada ecuacion, encontrar si es posible, las componentes del vértice, del foco, la ecuacién de la directriz y
trazar su grafica.

a) y2=_6x b) xz+4y=0 c) (x—2)1=2y
d) (p+3)°= —%x e) v -2)*= ~4(x+3) f e+ 1) = -3y -2)
g) ¥*+2p -3x=-5 h) y*+2x~4y+7=0 i) Y-8 +2y+4=0
2% +10x+ 2y +3=0 k) X’ +4x+4=0 ) P+x=86
m) Y +1=2 n) 3% +6x-4y =5 0)9x* +6x+2y =5

P) ¥ +dy +x+7=0 Q) 4" +12 ~x+8=0 ) «*~6x-8y+1=0
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2. Determinar la ecuacién (forma canénica o estandar y general) de la parabola, que satisfaga las condiciones
indicadas.

a) Vertice (V) en el origen y directriz y = 2. b) F(-3, 0) y vértice en el origen.

c) Pasa por (2, 3), V(0,0) y con eje en el eje de as x. d) Directriz la recta x = ; y V(0,0).

e) Lado recto mide 5 unidades, V(0, 0) y abre hacia abajo. f) F(-1, -2), directriza recta x =3 y pasa por (0, —1).
g) V(2,-3) y F(2, -5). h) F(-3, 4) y directriz larecta y = 2,

i) F(-3, =2) ydirectriz x=1. j) F(2,4) ydirectrizlarectax+4 =0,

k) F(-4, 4) ydirectriz y +2=0. 1} V(—1, 1), eje vertical y pasa por (-3, 0)

m) F(-1,-1) y V(=2,-1). n) V(=3, 2), eje horizontal y pasa por (-4, —1)

0) V(3, -2), cuerda focal con 4 unidades de longitud y abre a la derecha.

3. Para cada gréfica indicada, determinar la ecuacion (forma canénica o estandar y general) que le corresponde.

a) b) c)
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6.3 LA ELIPSE

La siguiente conica por analizar es la elipse. Véase la definicién de la misma.

Definicion Una elipse es la grafica formada por todos los puntos P en el plano, tales que la suma de
las distancias de P desde dos puntos fijos en el plano sea una constante. Los puntos fijos
se llaman focos.

Para que esta definicion tenga sentido. la constante (la suma de las distancias a los focos) debe
ser mayor que la distancia entre los focos. Aplicando la definicion, se traza una gréfica que representa
dicha cénica. La interpretacion geomeétrica, se muestra en las siguientes figuras, pues todas determinan
una elipse, pero la fig. 1 b}y c), es una elipse dibujada en el plano cartesiano, que es de nuestro interés.

)

¥
4\ v1(0, a) 4

\.}'
P{x, ) Fslfe, 0) \
dPNE)
$ Vi  Ma-b.0 My(b, 0) o
X

_c__y h x" \c
L
N

ko s Fal0f-<)
a) V2(0, ~a)
2 Vy
elipse horizontal elipse vertical

b) fig. 1 : ¢)

Una elipse se puede dibujar al tomar un pedazo de cuerda y fijando dos clavos en una superficie
plana a una distancia menor que la longitud de la cuerda. Si en estos clavos, se atan los extremos de la
cuerda, tensando dicha cuerda con un lapiz y ademas haciendo un recorrido alrededor de ambos clavos,
manteniendo la cuerda tensa, s€ trazara la figura en mencion (ver fig. 1 a)). Estos clavos, corresponden a
la posicion de cada foco de la elipse. Se debe tener claro que d(P, F3) + d(P, F,) es siempre una
constante y esta constante se denomina 2a.

Notese que la definicion es puramente geometrica y en ella no se habla de coordenadas ni de la
ecuacion, que también en ésta, resulta una ecuacion cuadratica en dos variables. A continuacion se
presenta la deduccion de la ecuacion de la elipse.

Supdngase que la distancia entre los focos se denomina 2¢ (¢ > 0). Liamese Fyy F2a los focos y
ubiquense en puntos convenientes, para el caso Fy en (¢, 0) y Fpen (~¢, 0). Sea P(x, y) un punto de la
elipse y sean d, la distancia de PaF, y d; ladistanciade P a F, (ver fig. 1 b)). La definicion dice que
dy + d; s siempre una constante; considérese que esta constante es 2a, |a cual debe ser mayor que 2c,
o equivalente a decir que a s mayor que c. :

Luego dj+ds=2a.



6.3 LA ELIPSE 247

Aplicando la definicion de distancia entre dos puntos del plano en la fig. 1 b) se tiene lo siguiente:

Yx-cf+ (=00 + J(x- ) +(y-0) =2a aplicando la definicién de distancia
J(x - c)2 +(y- 0)2 =2a - J(x + c)z +(y- 0)2 transponiendo términos
(J(x - c)2 +(y-0)° )2 = (241 ~ J(x +e) + (y-0)° Jz | elevando al cuadrado

(.\:—c)2+(y--0)2 =44% - 4a J(x+c)’+(.y—0)z + (x+::)z+(y—0)z simplificando

4a J(x + c)z +(y- 0)2 = 4a%+ (x+ c)2 + Mr - (x- c)2 -w transponiendo términos

4a J(x - c)2 +(y- 0)z = 4a*+ (x+ ¢:)2 - (x- c)z simplificando
4a J(x +ef +(y-0) = 4a% +a® + 2xc +eF—aF 4 2xc —o* desarrollando los binomios
4a,/(x+c)’+(y»o)’ = 4a’+ 4xc simplificando
2 2 _ ¢ o .
J(x +e) +(p-0)" = a+ —x dividiendo por 4@ cada miembro
a
2 7\ ¢ V
(J(x +c) +(y-0) ) - [a + -xJ elevando al cuadrado
a
2. 2 2 ¢ 2
(x+e)'+yp°=a"+2x+ Sx desarrollando el binomio y simplificando
a
2
x*tcley? =g+ 2 desarrollando el binomio y simplificando
a
$. B R 23
X X RN S - transponiendo términos
a
a - ¥ at-c?
3 x? + =3 5 dividiendo por a®-¢?
a(a -c) a -c a -c
2 5
— e 1 simplificando
a @ -c
2 2
=i _y_z. =1 haciendo b=Ya*-¢* yaquea >c
a b

Esta ultima ecuacién, corresponde a la de una elipse horizontal (ver fig. 1 b)).

Véase los elementos de una elipse, en la fig. 1 b): dos vértices Vi(a, 0); Va(~a, 0), dos focos
Fi(c, 0); Fz(-c, 0), el centro que es el punto medio del segmento que tiene como extremos los puntos

fijos (focos) o el punto medio del segmento que contiene los vértices; en este caso es C(0, 0). El V\v,es

llamado eje mayor, el MM, es llamado eje menor, V,V, =22, M, M, = 25, F, F; = 2¢. Notese que los

extremos del eje mayor son los vértices y los extremos del eje menor son M,(0, 6 ) y M3(0, - 5). La elipse
puede ser horizontal (con eje mayor paralelo al eje de las x; ver fig.1 b)) o vertical (con eje mayor
paralelo al eje de las y; ver fig. 1 c)). Si la elipse es vertical, los vértices, focos y los extremos del eje
menor son Vy(0, a); V(0, —a), focos F4(0, ¢); F2(0, —¢) y My(b, 0); Ma(~b, 0) respectivamente (ver fig.1c).
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2 2
Si la elipse es vertical, la ecuacion que le corresponde es iz- + 12- =1 con a > b Antes se supuso que
b a

b=V’ -  luego b2 =a’-c? ¢ o2 2a2-3% 6 c=Vd-5 . Nitese que ¢ es una de las
componentes del foco.
2 2
Otro elemento de la elipse es la excentricidad (e ) la cual se define por e = Y2 a_b = E Ya
que ¢ < a, la excentricidad e, toma valores entre cero y uno (0 < e <-1). Con la excentricidad se puede
notar la “"anchura o achatamiento” de una elipse. Si a se mantiene fijo y ¢ tiene un valor “pequefio”,
entonces e se acerca a cero. Esto significa que los focos estan muy cercanos entre si, y la elipse es casi
una circunferencia ver fig. 2 a). Por otro lado, si ¢ tiene un valor muy cercano al valor de a, entonces el
valor de e es muy cercano a 1y la elipse es bastante “achatada” ver fig. 2 b). En otras palabras cuando
e — 0 (e tiende a 0) Ia elipse se asemeja a una circunferencia de radio @, y cuando e — 1 (e tiende a 1), la
elipse asemeja a un segmento de longitud 2a.

y /\y
e—0 e—r1
x'< >x e x
2 Ve
a) fig. 2 b)

Una elipse puede estar desfasada y con centro en el punto (4, k). Véase la siguiente figura, la '
ecuacion que le corresponde y los elementos de la misma. En cada casoa > b.

(=8, (-4 (-, -8
2 bZ b2

2
a a

vi("! k*a)

AP Mk, k+b) A

Valh=a, k

Mk~ b))
A il

4/),. v,

a) fig. 3 b)

Noétese las condiciones de la ecuacion para cada elipse dibujada anteriormente. Si la elipse es

" horizontal, el valor de q esta bajo la variable x y si la elipse es vertical, el valor de a esta bajo la variable y.
En el caso que se conozca la ecuacién. la forma de identificar si la elipse es vertical u horizontal, es
observando el valor numérico que esta debajo de cada variable que tiene la ecuacién. Si el valor mayor
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observado esté bajo la variable x, la elipse es horizontal, o si el mayor valor esta bajo la variable y,
entonces es una elipse vertical.

Si se tiene una de las ecuaciones antes mezncionadas y se desarrollan los binomios y se
simplifica, se obtiene una ecuacién de la forma Ax* + Cy* + Dx + Ey+F =0 con A y C simultineamente
positivas o negativas, es decir AC > 0. :

Ejemplo1 | Para cada ecuacién, determinar el centro, vertices, extremos del eje menor, focos,
excentricidad y trazar su grafica.

a)%2+—’§--1 b)‘?2+’;—2=1 c)25x + 9* =225 d)4x*+9l=1
e) (“;')2 WA ;2)2 -1 ) (":1)2 . (’;'52)2 -1 g) 9c—1)2+4(p + 1) = 1
h) 16x* + 25y* — 64x - 50y —311=0 i) —4x®~p* +8x—4yp—4=0
j) P+ +2x—16p +17=0 ' k) 4x° +y* +8x -2y +6=0
Solucién:
a) -x—z + y_z =1
8 4
La ecuacion dada, esta expresada en su forma canénica
,__\y fgi + yT’ =1. Esto implica que el centro es C(0, 0). Nétese

que el valor mayor observado en los denominadores en
esta ecuacion, esta bajo la variable x, lo que implica que
la elipse es horizontal. Se determina que a =3y b = 2.

Dado que ¢ =va’ -5 se obtiene quec= ¥3?-22 = |5 .

Para trazar la gréfica se ubica el centro en el plano
cartesiano y como [a elipse es horizontal, a partir del
centro se cuenta a unidades a la derecha y # unidades a
Vy la izquierda.

Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan b unidades hacia arriba y b unidades hacia abajo. Con
estos cuatro puntos se procede a trazar la elipse recordando la forma de la misma.

Los focos se dibujan segun los puntos obtenidos.
Notese que los vértices son: V(=3, 0); V,(3, 0), extremos del eje menor My(0, 2); M;(0, —2), los focos:

2 2

Fy (—JE,o); F; (JE,o). excentricidad: e = E = é Ademas la longitud del eje mayor (V4 V,) =
a

2(3) = 6 y la longitud del eje menor (M;M,) = 2(2) = 4.
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La ecuacion dada, esta expresada en su forma candnica
2 2

i‘i. + !9- =1, Esto implica que el centro es C(0, 0). Notese

que el valor mayor observado en los denominadores en

esta ecuacion, esta debajo de la variable y, 1o que implica

que la elipse es vertical. Se determina que a = 3 y

J2. Dado que ¢ =va*-4*

c = "32—(&)2 =

Ubicando el centro en el plano cartesiano y como la elipse es vertical, a partir del centro se cuenta 3
unidades hacia arriba y 3 unidades hacia abajo. Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan

J2 unidades a la derecha y V2 unidades a la izquierda. >

e

se obtiene que

Con estos cuatro puntos se procede a trazar la elipse recordando la forma de la misma segtn la ecuacion
dada. Notese que los vértices son: V,(0, —3); V;(0, 3), extremos del eje menor M, (—,/5.0) . M2 (ﬁ.o) , los

focos: Fy(0,-47); F2 (o ﬁ) (0 7 ) excentricidad: e = E = = Ademas la longitud del eje mayor
(V4V) = 2(3) = 6, la longitud del eje menor (M;M,) = 2(42 ) =242 .

c) 25x* + 9p* = 225

La ecuacion dada 25x° + 9y° = 225, no est4 expresada
en su forma canénica. Para llevarla a esta forma se
debe dividir ambos lados de la misma por 225,

2557 9y 225 P

obteniendo mpli — —=1
b 225 225 225 O pﬁcando +25

Esto implica que el centro es C(0, 0). Notese que el valor
mayor observado en los denominadores en esta
ecuacion, esta bajo la variable y, lo que implica que la
elipse es vertical. Se observaque ¢=5 y b= 3. Dado

que c=Va’ -5’ seobtieneque ¢ = 5 -3° =4.

Ubicando el centro en el plano cartesiano y como la elipse es vertical, a partir del centro se cuenta 5
unidades hacia arriba y 5§ unidades hacia abajo. Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan 3
unidades a la derecha y 3 unidades a la izquierda, ahora se procede a trazar la elipse.

Notese que los vertices son: V,4(0, =5); V»(0, 5), extremos del eje menor M, (3, 0); M; (=3,0), los focos:

= » 4

Fy (0, = 4); F; (0, 4), excentricidad: e = r
a
10, la longitud de! eje menor (M4M,) = 2(3) = 6.

. Ademas Ia longitud del eje mayor (V4 V) = 2(5) =
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d)4x” + 9° = 1
La ecuacion dada 4x* + 9y* = 1, no esta dada en su forma

A canonica, pero el miembro de la izquierda ya esta
T4 comparado con 1. Para llevarla a esta forma se debe
i 2 2
expresar de forma equivalente, llegando a xT +3’1-= ;
4 9
o : } e Esto implica que el centro es C(0, 0), el valor mayor

observado en los denominadores en esta ecuacion, esta
bajo la variable x, lo que implica que la elipse es

horizontal. Luego a = % y b= % Dado que ¢ = Ya® - b°

\Z%
se obtiene que ¢ = ‘P X = -‘E ;
4 9 6

Ubicando el centro en el plano cartesiano y como la elipse es horizontal, a partir del centro se cuenta %

unidades a la derecha y -;- unidades a la izquierda. Luege a partir del centro nuevamente, se cuentan -;-
unidades"hacia arriba y % unidades hacia abajo, ahora se procede a trazar la elipse.

Nétese que los vértices son: V4 (%,o); Vz(—%,o). extremos del eje menor M, (o,%); Mz(o,—l), los

3
’ 2 2
focos: F, [-‘go] Fg(-—isg-.o], excentricidad: e = % = -’/6—5 - -‘L:-—

. Ademas la longitud del eje

win Nl

mayor (V1 Vz) = 2(-;—] = 1, la longitud del eje menor (M{M,) = 2(

W] -

La ecuacion dada, esta expresada en su forma canénica

2 2
(";1) +(’ ;2) =1. Esto implica que el centro es

C(1, 2). Notese que el valor mayor observado en los
denominadores en esta ecuacion, esta bajo la variabie x,
lo que implica que la elipse es horizontal. Se determina

quea=3, b=2yc = Js’-z’ =45.

Para trazar la grafica se ubica el centro en el plano
cartesiano y como la elipse es horizontal, a partir del
centro se toman 3 unidades a la derecha y 3 unidades a
la izquierda.

Luego a partir del centro nuevamente, se toman 2 unidades hacia arriba y 2 unidades hacia abajo. Con
estos cuatro puntos se procede a trazar la elipse. Los focos se dibujan segun los puntos obtenides.
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Nétese que lqs vertices son: Vy(4, 2); Vy(-2, 2), extremos del eje menor My(1, 4); My(1, 0), los focos:

2 2
Fy(1+ JE,z); F(1- V5.2), excentricidad: e = g = -’ﬁ—g Ademas la longitud del eje mayor (V,V,) =
2(3) = 6, la longitud del eje menor (MsM3) = 2(2) = 4.

LN

25
¥ La ecuacién dada escrita en su forma canénica se fiene
2 2
), W i ] 5O 1. Esto implica que el centro es
V-1, 3)T4 , 4 25
Fy{--2+421 C(-1, -2). Nétese que el valor mayor observado en los

denominadores en esta ecuacion, esta bajo la variable y,
D lo que implica que Ia elipse es vertical. Se tiene quea=5,

X
b=2yc=-2% = 5.

Para trazar la grafica se ubica el centro en el plano
cartesiano y como la elipse es vertical, a partir del centro
se cuenta 5 unidades hacia arriba y 5 unidades hacia
abajo.

Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan 2 unidades a la derecha y 2 unidades a la izquierda.
Con estos cuatro puntos se procede a trazar la elipse. Los focos se dibujan segun los puntos obtenidos.

Notese que los vértices son: (-1, 3). Vz(=1, =7), extremos del eje menor My(1, =2); My(=3, =2), los

2 2
focos: F; (-1, =2y J’E); F, (-1. -2 ~/2—1) , excentricidad: e = Y2 =% J;Z’? . Ademas la longitud del eje
a
mayor (V4V) = 2(5) = 10 y la longitud del eje menor (MqM;) = 2(2) = 4.

g) 9x=1)"+4(p+1)* = 1

La ecuacion dada escrita en su forma candnica es
2 2
a, (-1 (r-C)

3 1

9 4
C(1, ~1). Nétese que el valor mayor observado en los
denominaderes en esta eguacion, esta bajo la variable y,
—> lo que implica que la elipse es vertical. Se determina que

1
1 1 = Wt _.J8
a= —, b-—-yc-—"—---—-.
+-1 2 3 4 9 &

Para trazar la gréfica se ubica el centro en el plano
cartesiano y como la elipse es vertical, a partir del centro

=1. Esto implica que el centro es

7Y

<l

T

J
N

se cuenta % unidades hacia arriba y % unidades hacia

abajo.

Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan % unidades a ia derecha y % unidades a la izquierda

Se procede a trazar la elipse. Los focos se dibujan segun los puntos obtenidos.
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Notese que los vértices son: V, (1,-%}; V2[1,-%], extremos del eje menor M, G.— 1); Mz(g.ﬂ). los

. ’ 2 2
- focos: Fy [1. _6;‘6]; F, [1’_8+6J§}' excentricidad: e = -—a—a_—b = % Ademas la longitud del eje mayor

(V1V3) =2 G) = 1, la longitud del eje menor (M;M,) = 2 GJ = .';1

h) 16x" + 25y —64x - 50y — 311 =0

La ecuacion esta dada en su forma general, para poder identificar sus elementos, se debe llevar a la
forma canénica.

Véase el procedimiento:

16x% + 25y® — 64x - 50y —311=0 ecuacién dada.
(16x* - 64x ) + (25p% - 50y ) = 311 asociando y transponiendo el témino sin variable.

16(x2—4x +4)+ 25(yz-2y +1) =311 +64+25  extrayendo el valor de A y C como factor comdn en cada
agrupacion, completacién de cuadrados y propiedad de la
igualdad. Nétese que al lado izquierdo se sumé 16(4) =64 y
25(1) = 25, razén por la cual se suma en el otro extremo los
mismos valores,

16(x — 2)" + 25(y - 1)? = 400 factorizando y simplificando.
2 2
16(:002) * 25(:00 Las :gg dividiendo por 400 ambos lados de la ecuacién.
2 2
("';52) o 1— 61) s simplificando y se obtiene en su forma canénica.

_ Retomando la ecuacion expresada en su forma canénica
(x - 2)° ¥ (r-1° B
25 16
C(2,1). El valor mayor observado en los denominadores
en esta ecuacion, esta bajo la variable x, lo que implica
que la elipse es horizontal. Se determina que a=5, b=4

y c=+5-4 =3

1. Esto implica que el centro es

Para trazar la grafica se ubica el centro en el plano
cartesiano y como la elipse es horizontal, a partir del
centro se cuenta 5 unidades a ia derecha y 5 unidades a
la izquierda.

Luego a partir del centro nuevamente, se cuentan 4 unidades hacia arriba y 4 unidades hacia abajo. Con
estos cuatro puntos se procede a trazar la elipse. Los focos se dibujan segln los puntos obtenidos.

Noétese que los vértices son: Vy(7, 1); Va(-3, 1), extremos del eje menor My(2, 5); My(2, -3), los focos:

’ 2 2
Fy(5, 1); Fa(=1, 1), excentricidad: ¢ = X2 S = % La longitud del eje mayor (V4V,) = 2(5) = 10, la
a
longitud del eje menor (MsM,) = 2(4) = 8.
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i) —4x®—)? +8x~4y—-4=0

Esta ecuacion esta dada en su forma general (nétese A y C son negativas) y para llevarla a la forma
canodnica, es conveniente multiplicar por —1, ambos lados de |a ecuacién, obteniendo:

(-1)(-4x* - y? + 8x — 4y — 4) = (1)
4x2+y2-8x+4y+4=0
(4" ~8x )+ (P +4p ) =4
4’ =2+ 1)+ (P —dp+4) =—4+4+4

multiplicando por —1, ambos lados de la igualdad.
simplificando.

asociando y transponiendo el término sin variable.

factor comun (A y C), completacion de cuadrados y propiedad

4x-1P+(p-2)2=4
4x-1' w-2° a4

4 & 4
2 2
£ Soch) 9P ¢ S ] SO
1 4
y
<vL- : : : —4 + v + : + T 4 v>
x' -6 -4 -2 2 4 &6 X
-2
-4

de la igualdad.
factorizando y simplificando

dividiendo por 4 ambos lados de la ecuacién.

simplificando y se obtiene la forma canénica .

Retomando la ecuacion expresada en su forma candnica
2 2
(x_1) +(y-2) =1
1 4
C(1,2). El valor mayor observado en los denominadores
en esta ecuacion, esta bajo la variable ¥, lo que implica
que la elipse es vertical. Se determina quea=2, p=1'y

c=v2-F = 5.

Trazando la gréfica segin las condiciones descritas en
los ejemplos anteriores. Ubicando el centro se cuenta 2
unidades hacia arriba y 2 unidades hacia abajo y a partir
del centro nuevamente, se cuentan una unidad a la
derecha y una unidad a la izquierda.

Esto implica que el centro es

Notese que los vértices son: Vi(1, 4); Vi(1, 0), extremos del eje menor My(2, 2); My(0, 2), los focos:

g

2 2
Fy (1, 2+ J:?); F> (1, 2 Ji) . excentricidad: e = "aE = —-- Lalongitud del eje mayor (V;V,) = 2(2) = 4,

la longitud del eje menor (MsM,) = 2(1) = 2.

N+’ +2c-16p+17=0

2

La ecuacién esta dada en su forma general, para poder identificar sus elementos, se debe llevar a la

forma canénica.
Véase el procedimiento:

X4y 42— 16y +17=0

(& +2x )+ (4’ =16y ) =-17
(6" + 2+ 1)+ 407 - 4p +4) =17 + 1+ 16

(x+ 1) +4(p-2P =0
(x+9' (-2°
1 : I

4

0

Nétese que la ecuacion anterior no es
elipse degenerada. En esta ecuacién s
grafica que corresponde a esta ecuacién

ecuacion dada.

asociando y transponiendo el término sin variable.
completacion de cuadrados y propiedad de igualdad,
factorizando y simplificando.

expresando de forma equivalente.

posible compararla con uno. Esto»implica que se trata de una
olamente hay un punto que la satisface y éste es el centro. La
es Unicamente un punto (-1, 2).
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k) 4x* +3? + 8x~2y+6=0

La ecuacion esta dada en su forma general, para poder identificar sus elementos, se debe llevar a la
forma candnica.

Véase el procedimiento:

4%+ +8x-2y+6=0 ecuacion dada.
(4x2 +8x )+ (vz— 2y )=-6 asociando y transponiendo el término sin variable.
4(,‘:2 +2x+ 1) + (yz- 2p+1)=-6+4+1 completacion de cuadrados y propiedad de igualdad.
4(x +1)%+ =17 =-1 facterizando y simplificando.
2 2
g :1) - o ; 9 =-1 expresando de forma equivalente.
a

Nétese que la ecuacién anterior no es posible compararla con uno. Esto implica que se trata de una
elipse degenerada. En esta ecuacion no hay ningin punto que satisfaga la misma, lo que implica que la
solucion es vacia y no existe grafica. [

Ejemplo 2 | Determinar la ecuacion (forma canénica o estandar y general) de la elipse, que satisfaga
las siguientes condiciones.

a) Veértices en (-4, 0), (4, 0) y focos en (-3, 0), (3, 0).
b) Vertices en (0, +4) y focos en (0, £3).
c) Veértices en (0, £10) y excentricidad % . d) Focos en (0, +4) y excentricidad g

e) Veértices en (0, +4) y pasa por el punto (2, 3).

f) Tiene focos en (1, 4), (5, 4) y vértices en (0, 4), (6, 4).

g) Centro en (-3, 1), un vértice en (-3, 3) y un foco en (=3, 0).
h) Focos en (5, 1), (-1, 1) y la longitud del eje mayor es 8.

i) Centro en (1, 2); un foco en (1,4) y pasa por el punto (2, 3).

j) El eje mayor esta en la recta y = —-4 y tiene longitud 4 unidades; el eje menorestaenlarectax =3 vy
tiene longitud 2 unidades.

k) Los ejes de la elipse tienen longitudes de 2 y 6 unidades, el eje mayor es vertical y el centro esta
en (-3, 5).

Solucién:
a) Vertices en (-4, 0), (4, 0) y focos en (-3, 0), (3, 0).

y Para encontrar la ecuacidén de la elipse con las
condiciones dadas, se debe auxiliar de una grafica que
muestre las condiciones dadas (inicialmente no sera
posible trazar la grafica correctamente, pero con una
pequeiia idea sera de gran ayuda). Recuérdese que los
focos y los vertices estan en el eje mayor y es lo que
permite visualizar si la elipse es horizontal o vertical.
Véase la misma, la cual indica que es una elipse
horizontal. El centro se determina encontrando el punto
medio del segmento que tiene como extremos los focos,
o los vertices o bien el punto medio del eje menor.




256 CAPITULC VI LAS CONICAS

Notese que en este caso el punto medio de los segmentos que contienen los focos o los vértices es (0, 0)
el cual es el centro de la elipse en mencion. Esto implicaque h=0 y k= 0. Ademas, por ser una elipse

2 2
y 3 . —h -k
horizontal, la ecuacién que le corresponde a la misma es (x 3 ) + (y 3 ) =1,
a b

El valor de a, se determina encontrando la distancia del centro a uno de los vértices, el cual es 4 (a=4).
Como uno de los datos que se da son los focos, se determina el valor de ¢, calculando la distancia del
centro al foco el cual es ¢ = 3, ya que el centro es el punto (0, 0). Conociendo a y ¢ se determina el valor
de b.

Como ¢® = a” - #*, se tiene que B2=a*-c? 6 h=va?_¢? . Luego b= V4°-32 = 7 . Conociendo el
valorde a, b, h y k se procede a sustituir en la ecuacion antes identificada.

Véase:

(x=h) -4
i IR
a b

ecuacion que le corresponde 3 Ia elipse, segun las condiciones dadas,

2 2
(x-0f (v-0) . ~
3 + 1 sustituyendo el valor de a, b, h y £, en la ecuacion que le corresponde.

£ W)
x? y2 simplificando. Nétese que ésta es la ecuacién de la elipse en su forma
—_—4 =1 canénica.
16 7
=
112 Ty + yT =1(112) muitiplicando por el minimo comun multiplo de todos los denominadores,
7x% + 16 -112 = 0 efectuando los productos y comparando con cero, se obtiene la ecuacién

general solicitada.

b) Vértices en (0, +4) y focos en (0, £3).

Auxiliandose de una grafica que muestre las condiciones
dadas se tiene. Véase la misma, la cual indica que es una
elipse vertical. El centro se determina encontrando el
punto medio del segmento que tiene como extremos o
bien los focos, o bien los vértices o bien el punto medio
del eje menor. Notese que en este caso el punto medio
de los segmentos que contienen los focos o los vértices
es (0, 0) el cual es el centro. Esto implica que £h=0y
k = 0. Ademas, por ser una elipse vertical, la ecuacion

2 2
: - h -k
que le corresponde a la misma es (= 3 ) + G s ) =1,
b a

El valor de 4, se determina encontrando la distancia del centro a uno de los veértices, y el cual es 4. Uno
de los datos que se da son los focos, con los cuales es posible determina el valor de ¢, encontrando la
distancia del centro al foco el cual es ¢ = 3, ya que el centro es el punto (0, 0). Conociendo a y ¢ se

determina el valor de 5. Como ¢” = a” - 5%, se tiene que 5°=a’—c* & b=a?_c? . Luego b= vy4?-3? =
7 . Conociendo el valor de a, b, h y k se procede a sustituir en la ecuacién antes identificada.
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Véase:
2 2
(x - h) ( y- k) . y ; .
s 3 =1 ecuacion que le corresponde a la elipse, segin las condiciones dadas.
b a
2 2
(x-0? (-9 | ,
(ﬁ)z + P = sustituyendo el valor de @, b, 1 y &, en la ecuacion que le corresponde.
x’ y2 simplificando. Nétese que ésta es la ecuacion de la elipse en su forma
—_—t—=1 candnica o estandar.
7 16
¥ 2
112 7 + {E =1(112) multiplicando por el minimo comun multiplo de todos los denominadores.
16x% + 7y2 -112 =0 efectuando los productos y comparando con cero, se obtiene la ecuacion general

solicitada,

c) Vértices en (0, +10) y excentricidad %.
Auxiliandose de una grafica que muestre las condiciones
dadas se determina la forma de la elipse que le
corresponde. Véase la misma, la cual indica que es una
elipse vertical. El centro se determina encontrando el
punto medio del segmento que tiene como extremos los
vertices. Notese que en este caso el punto medio del
segmento que contienen los vértices es (0, 0) el cual es el
" centro de la elipse. Esto implicaque h =0 y k=0
Ademas,. por ser una elipse vertical, la ecuacidn que le
y = k)

2
a

1.

2
corresponde a la misma es ;2")» L

El valor de a, se determina encontrando la distancia del centro a uno de los vértices, y el cual es 10. Otro
dato que se da es la excentricidad.

2 2
Ya que la excentricidad; e = M -g-. tiene que f = % — == 0 5¢=40 6 ¢c=8.*

Sabiendo que a =10 y ¢ =8 se determina 5. Teniendo que b =+va’-c2 6 b= v10°-8 = 6. Como el
centro es el punto (0, 0), sustituyendo los valores de a, b, i y k en la ecuacion antes identificada, se llega
a:

(=) (r-&f
b’ a

ecuacion que le comesponde a la elipse, segun las condiciones dadas.

2 2
-0 -0
(x = ) + (y 3 ) =1 sustituyendo el valor de a, b, k y &, en la ecuacion que le corresponde.
6 10
X2 yz simplificando. Noétese que ésta es la ecuacion de la elipse en su forma
— s e 3 ] candnica o estandar.
36 100
2 2
900 ﬁ + 1}’“ =1(800) multiplicando por el minimo comun mattiplo de todos los denominadores.
25x% + 9y2 -900=0 efectuando los productos y comparando con cero, se obtiene la ecuacion

general solicitada.
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d) Focos en (0, +4) y excentricidad
y

wiN

Haciendo un bosquejo de la grafica que muestra las
condiciones dadas se tiene la siguiente figura. Esta indica
4 que es una elipse vertical. El centro se determina
encontrando el punto medio del segmento que tiene como

extremos los focos. Notese que en este caso el punto

——— medio de dicho segmentos es (0, 0). Esto implica que
. h=0 y k=0 Ademas, por ser una elipse vertical, la
ecuacion que le corresponde a la misma es

hﬂh)z +(y— k)2=1.
b2

2
a

Con los datos dados se determina el valor de ¢, el cual es 4 (determinando la distancia del centro a uno
de los focos). Otro dato que se da es la excentricidad.
2 2

Ya que la excentricidad; e = ¥2 —8_ - ¢ _ 3. tiene que 2c?
a a 3 a 3

Sabiendo que @ = 6, ¢ = 4 se determina b, teniendo que b =va? - & b= ¥62-4% =25 Como el

centro es el punto (0, 0), susftuyendo los valores de a, b, h y k en la ecuacion antes identificada, se llega

a:

(8 G-0
b

6 6 12=2a 6 a=686.

] In

win

~

2 ecuacion que le corresponde a la elipse, segun las condiciones dadas.
a
2 2
(x-0)* (y-0) _ "
7+ 3 =1 sustituyendo el valorde a, b, & y k, en la ecuacion que le corresponde.
(28)
X 3 y’ simplificando. Nétese que ésta es la ecuacién de la elipse en su forma canénica,
20 36
¥ 2
180 ?6 + ;—6- =1(180) muiltiplicando por el minimo comun maultiplo de todos los denominadores.
ax? + 5y2 -180=0 efectuando los productos y comparando con cero, se obtiene la ecuacién general

solicitada.

e) Vértices en (0, +4) y pasa por el punto (2, 3)
4 Haciendo un bosquejo de la grafica que muestra las
condiciones dadas se tiene la siguiente figura. Esta indica
(2,3) qQue es una elipse vertical. El centro se determina
encontrando el punto medio del segmento que tiene como
extremos los vértices. Nétese que en este caso el punto
medio de dicho segmentos es (0, 0). Esto implica que
h=0 y k=0. Ademas, por ser una elipse vertical, la
ecuacion que e corresponde a la misma es
2 2
o )
b a
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Con los datos dados se determina el valor de a, el cual es 4 (determinando la distancia del centro a uno
de los vértices). Otro dato que se da es un punto que esta en la elipse, esto implica que dicho punto
satisface la ecuacién que le pertenece a la misma.

2 2
Ya que la ecuacioén que le corresponde a dicha elipse es (x-4) § (2-4) =1, el punto (2,3) satisface la
5 a’

2 2
misma. Como 4 =0, k=0 y a =4, se tiene la ecuacion -+ —4’;;,-= 1, sustituyendo el punto (2,3) en

b
2 2
ésta litima se tiene —22— +i2 =1 6 —: 1 2 =1. Despejando para & se tiene que —;- =1 i o]
b 4 b* 16 b 16
—: =% 6 4(16) =7 6 B= ? 6 b= 5’-7/—;- . Como el centro es el punto (0, 0), sustituyendo los
b
valores de a, b, & y k en la ecuacion antes identificada, se llega a:
2 2
= + L S 1 sustituyendo el valor de a, b, & y k, en la ecuacion que le corresponde. Nétese
64 18 que ésta es la ecuacion de la elipse en su forma canénica.
7
2 2
% + 1'"—6 =1 simplificando el término de la izquierda.
7:2 y:
64 F + 1— =1(64) multiplicando por el minimo comtn multiplo de todos los denominadores.
56x% + 4y2 ~64=0 efectuando los productos y comparando con cero, se obtiene Ia ecuacisn general
solicitada.

f) Tiene focos en (1, 4), (5, 4) y vértices en (0, 4), (6, 4).

Un bosquejo de la grafica, muestra las condiciones
dadas. Esta indica que es una elipse horizontal. El centro
se determina encontrando el punto medio del segmento
que tiene como extremos los vértices o los focos. Notese
que en este caso el punto medio de dicho segmentos es

(9—22, 4;4J =(3.4). Estoimplicaque h=3 y k=4

Ademas, por ser una elipse horizontal, la ecuacién que le

2 2
corresponde a la misma es £; _2") + 0 _zk) =1.
. a b

Con los datos dados se determina el valor de a, el cual es 3 (determinando la distancia del centro a uno
de los vertices), el valor de ¢, que es 2. Luego se calcula el valorde b 6= Ya?-c2 6 b = ¥3¥-2% =

V5. Como el centro es el punto (3, 4), sustituyendo los valores de a, b, & y k en la ecuacién antes
identificada se tiene:

(=8 -8 _,
a b’

ecuaciéon que le corresponde.

e 3)2 - 4)2
gx + Ly =1 sustituyendo el valor de: a, b, h y &, en la ecuacion que le comresponde.

U




260 CAPITULO VI LAS CONICAS

2 2
(x -3) Lr= 4) —_— ; : .
3 + 5 =1 simplificando y obteniendo la ecuacién en la forma candnica o estandar.

(-3 (v-a)
45 3 + =1(45) muitiplicando por el minimo comun multiplo de todos los denominadores.

5
5(x~-3)*+ 9(y- 4)2 =45 simplificando.
5x% + 9% - 30x — 72p+144 =0 desarrollando los binomios, efectuando los productos y simpliificando, se obtiene

la ecuacion general solicitada.

g) Centro en (-3, 1), un vértice en (=3, 3} y un foco en (-3, 0)

V(-3, 3) Ay @ Este bosquejo de la grafica, muestra las condiciones
3 dadas. Esta nos indica que es una elipse vertical. Se dice
Iz que el centro es (-3,1) y como un vértice es (=3, 3),
4 entonces a = 2 (determinando la distancia del centro al
+1 vértice). De igual manera ¢ = 1 (determinando la distancia
gon b wen s qrgei s e del centro al foco). Conociendo el valor de a Y ¢, se
I z 2 3 x encuentra el valor de 5. Como b = va®-¢? . entonces
1 b = ‘f22—12 = J3. Por ser una elipse vertical, Ia
4 . ecuacion que le corresponde a |la misma es
\Z (=)' (-8,
b a* ;

Como el centro es el punto (=3, 1), sustituyendo los valores de @, b, hy k en la ecuacion antes identificada
se tiene:

3 ecuacion que Je corresponde.

Gl M C)
b* a

(-3 (- . _ .
Tk 7= 1 sustituyendo el valor de: a, b, h y &, en la ecuacién que le corresponde.
(B @

43 -1
3 4

simplificando y ésta es la ecuacién en su forma canénica o estandar.

2 2
+3 -1
12[(x 3 ) B ﬁy 2 ) ]= 1(12) muiltiplicando por el minimo comuin multiplo de todos los denominadores.
4(x+3) " +3(y- 1)’ =12 simplificando.
4 + 3y2 +24x -6y +27=0 desarrollando los binomios, efectuando los productos y simpificando, se obtiene

la ecuacion general solicitada.
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h) Focos en (5, 1), (=1, 1) y la longitud del eje mayor es 8.

Un bosquejo de la grafica se muestra en la figura dada.
Esta nos indica que es una elipse horizontal. E! centro se
determina encontrando el punto medio del segmento que
tiene como extremos los focos. Notese que en este caso
5+(-1) ﬂ) -
z 2
(2,1). Esto implica que # =2 y k= 1. Ademas, por ser
una elipse horizontal, la ecuacion que le corresponde a la

2 2
misma es (x ':') + € ;21;) s
a

el punto medio de dicho segmentos es (

Como la longitud del eje mayor es 8, el semieje mayor es 4, luego @ = 4 (2a = 8). El valor para ¢ es 3

(distancia del centro a uno de los focos) y el valor para bes: b= Yo’ -c2 & b= J4-3% = 7 Comoel
centro es el punto (2,1), sustituyendo los valores de a, b, & y &£ en la ecuacién antes identificada se tiene:

(=), 0= 4F _,
. - s
a b

ecuacion que le corresponde.

(.vr—2)z (»- 1)2 sustituyendo el valor de: @, b, h y k, en la ecuacion que le corresponde.
G =1 ecuacion de la elipse en su forma candnica.
© )
2 2
x—-2 -1
L1 5 ) + (y 7 ) =1 simplificando y obteniendo la ecuacion en forma canénica.

_ 2V 1y
112[Lx 6 ) + (y 7 ) ] =1(112) muitiplicando por el minimo comun miltiplo de todos los denominadores.

7(x-2)" +16(y - 1)°=112  simpificando.

7%+ ‘16y2 ~28x-32y-68=0 desarrollando los binomios, efectuando los productos y simplificando, se obtiene
la ecuacion general solicitada.

i) Centro en (1, 2); un foco en (1,4) y pasa por el punto (2, 3).

Nétese el bosquejo de la grafica segun las condiciones
dadas. Esta nos indica que es una elipse vertical. Se
tiene que el centro es (1,2) y como un foco es el punto
(1.4), entonces ¢ = 2 (determinando la distancia del centro
al foco). Por ser una elipse vertical, la ecuacién que le

2 2
. - -k
corresponde a la misma es & b,") N E : ). i B
a
el centro es el punto (1, 2), sustituyendo los valores de #
y k en la ecuacion antes identificada se tiene:

(x=8f -4 _,
b’ a®

ecuacion que le corresponde.

-, (-2 _,
bl 2

sustituyendo el valor de i y &.
a ‘.
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Notese que hasta este momento, no se conocen los valores de a y b, pero se da un punto que esta en la
elipse y por tal razén éste satisface la ecuaciéon que le corresponde a la misma. Luego sustituyendo el
punto dado en esta ecuacion, se tiene:

(2_ 1)2 § (3— 2)2 =1
bz 2

sustituyendo el punto (2, 3) en fa ecuacion.
—=Forim’] simplificando.

Como ¢® =4’ -5 y, antes se determin6 que ¢ =2, entonces 4 =a°— b6 6 5° =a* -4 Notese que

también se puede decir que o’ = b°+4.

Sustituyendo @ o bien 5°en la tltima ecuacion que le corresponde a la elipse, se tiene:

+— = sustituyendo 4 por a*—4.

=1 efectuando la suma en el miembro de la izquierda.

2d° -4 = az(a2 —~4)  multiplicando por a’(a” - 4) ambos lados de la igualdad.
a‘ - 6¢z2 +4=0 simplificando y comparando con cero la ecuacién obtenida.

Noétese que se tiene una ecuacion de grado 4, pero que tiene la forma de un trinomio de forma cuadrado,
por tal razén se puede aplicar la formula general (forma cuadratica). Determinando el discriminante se
tiene que: A=b*-4ac 6 A= (-6)*—4(1)(4) = 36 — 16 = 20.

Aplicando formula general se tiene (nétese que la “variable” en esta dltima ecuacién es a* y no tiene
nada que ver con las constantes de la férmula general conocida, para encontrar soluciones de una
ecuacion cuadratica):

2 -b 11152 - 4ac Cabe la pena mencionar, que el valor de @ en un trinomio de forma cuadrada,
= —Za—_ no tiene relacion alguna con el valor de a, mostrada en la ecuacion de la elipse.
-6) /20
a2 = ~_(——)—2— sustituyendo.
6 +2v5
az = 2’/_ simplificando.
- Eo o .
a°=3+45 simplificando. Nétese que hay dos posibles valores.
(a,)2 =3+J86 6 (a 2)3 = 3y§< Observe que {a;)* es menor que el valor de ¢ lo que implica que esto no es

posible, por tal razén este valor se descarta como un posible valor para a®.

Luego el valor que es de interés es a” =3 + /5 . Ahora con éste se encuentra el valor para 5%, obteniendo
que b =a*—4 6 b°=3+Y5 —4==1+ 5.

Conociendo los valores de a° y 5% se sustituyen éstos en la ecuacién que le corresponde a la elipse.
G-, 0-2°
- s
b a

ecuacion que se habia obtenido inicialmente.

(x - 1) +(,)'—2)2=1
“1++5 3++5

sustituyendo los valores de a° y b se obtiene la ecuacién canénica.



6.3 LA ELIPSE 263

Notese que si se quiere llegar a la ecuacion general, se multiplica ambos lados de la ecuacién por
(-1+ JE)(s +/5) y se simplifica.

J) El eje mayor esta en la recta y = —4 y tiene longitud 4 unidades; el eje menorestaeslarectax=3 vy
tiene longitud de 2 unidades.

Seqgun la informacion dada, se dice que el eje mayor esta
sobre la recta y = -4, y tiene una longitud de 4 unidades.
A Esto implica que 2a = 4 y que a = 2. Se dice también que
el eje menor esta sobre la recta x = 3, y tiene una longitud
. de 2 unidades. Esto implica que 26 = 2 y que b = 1.
G é —> Ademas con estas condiciones dadas, también se nota

bbbt
N & Ow

s 4 2 :__2 g|® - que el centro es el punto (3, —4) ya que no existe otra
1 posibilidad (punto de interseccién de ambas rectas). Con
pE=q€ g los valores conocidos para a y b se determina el valor
T _ para ¢, si se necesitara y el cual es 3 .
y v

Otro elemento importante que se debe tener en cuenta en la seleccion de la ecuacién (nica que le
corresponde a la elipse segun las condiciones dadas. En este caso, la ecuacion que le corresponde por

2 2
ser una elipse horizontal es: ¥ Zh) +(y 2") =1.
a b

Comoelcentroes C(3,-4) h=3, k=-4, a=2 y b= 1. Sustituyendo estos valores en la ecuacion
anterior se llega a:

(c=mf, 0=KF _,

ecuacién que le corresponde.

a b
2 2
x-3 - (4
( 3 ) + (y ¢ )) =1 sustituyendo el valorde k, k,a y b.
2 T
(x-3) (y+4) . | : ;
2 + 1 =1 simplificando y se obtiene la ecuacion en su forma candnica o estandar.
(x-3)° (y+4) : s . :
4 n + 1 =1(4) multiplicando por el minimo comun muftiplo de todos los denominadores.
(x- 3)2 +4(y+ 4)2 =4 simplificando.
X+ 4yz -Bx+32y+69=0 desarrollando los binomios, efectuando los productos y simplificando, se obtiene

la ecuacién general solicitada.
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k) Los ejes de la elipse tienen lo

esta en (-3, 5).
§
C(=3, 5) 1s
I
4
12
o U (e YO TN 1 s ppEeas o 9 N
RS B F T A SR T
V}}

Como el centro es C(-3, S5), setieneque h=-3 y k=

ngitudes de 2 y 6 unidades, el eje mayor es vertical y el centro

Segun la informacién dada, se tiene que el eje mayor
tiene una longitud de 6 unidades. Esto implica que 2a = 6
y queé a = 3. Se dice también que el eje menor tiene una
longitud de 2 unidades, esto implica que 26 = 2 y que
b = 1. Ademas se indica que el centro es el punto (-3, 5)
y que el eje mayor es vertical, por tal razén Ia ecuacion

S
que le corresponde a ésta es: ;2") L zk) =1
a

5. Ademas antes se determiné que a=3 y

b = 1. Sustituye estos valores en la ecuacién anterior se llega a:

(x-h)2 +Q“ k)z =1
b* a

(x- (2-3))2 Lo ‘25)2 .

1 3

1

(x+3) (-9}
9

9[0‘:3)2 +iy-95)2]-1(9)

9(x+3)+(y-5) =9

O+ +54x—10p+ 97 =0

"Ejemplo 3

a)

(-6,3 (4, 3)
| Ro i =g (9N
3 e

ecuacién que le corresponde.
sustituyendo el valor de 4, %, a y b.

simplificando y obteniendo la ecuacién en su forma canénica o esténdar.

multiplicando por el minimo coman multiplo de todos los denominadores.

simplificando.

desarrollando los binomiocs, efectuando los productos y simplificando, se obtiene
la ecuacién general solicitada, . ®»

Para cada gréfica indicada, determinar la ecuacién (forma canénica o estandar y general)
que le corresponde.

b)
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Solucion:

2
. ~h -
Como la elipse es horizontal, la ecuacion que le corresponde es: = 3 ) + (

- _A) SV LT T |

Segun la grafica dada, se dan los vértices y los extremos del eje
menor. Con uno de estos datos, se determina el punto medio del
segmento que contiene los vértices o bien el punto medio del
segmento que determina el eje menor. Encontrando el punto
medio del segmento que contiene los vertices (eje mayor) se
6+4 343

2
C(-1, 3), se tiene también que la distancia del centro a uno de los

vértices es (-6 - (-0) +(3-3) = -5y = |-5] =5 =a De
igual forma, para encontrar el valor para b se encuentra la
distancia del centro a uno de los extremos del eje menor:

V- 07+ (5-3) = J7F =2=5

obtiene el centro de la elipse. Véase que C(

y- k)

=,

a b

Se determiné que el centro es C(-1. 3), luego h =-1y k=3, ademas se encontroquea=5 y b =2
Sustituyendo estos valores en la ecuacién anterior se llega a:

D

(y- &) _

(x-n)
52

(x+ 1)2

25

25

m{en)’ L9

1
2
5 -23) i

2
+Q;3) i

]-1(100)

4(x+1)" +25(y - 3)* =100
4x* + 25" + 8x — 150y + 129 = 0

ecuacion que le corresponde.
sustituyendo el valorde &, &, a y b.

simplificando y se obtiene la ecuacion en forma canénica o estandar.

multiplicando por el minimo comdn multiplo de todos los denominadores.

simplificando.

desarroliando los binomios, efectuando los productos y simplificando, se obtiene
la ecuacion general solicitada.

Segln la gréafica dada, se da un vértice, uno de los extremos del
eje menor y el centro. Con Ios mismos se determina el valor de a
(distancia del centro al vértice) y el de b (distancia del centro al
extremo del eje menor). Haciendo los calculos correspondientes

se llega a que @ =J(-§—(-§D2+G-(-2))z =J(o ) +(§)2 = g
b = J[_.:._(_g))z+[%-%)z = W = 1. Retomando el

C(—%,%) y tomando la ecuacién que corresponde por ser una

elipse vertical se tiene:
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> ecuacién que le corresponde,

(e=n) -8,
» a

sustituyendo el valor de 4, &, a y b

1 5 simplificando.
4
2 2
X+ 2 4 y - 1
2 2 , = 3 :
1 + 25 =1 expresando de forma equivalente y se obtiene la ecuacién en forma canénica.
2 2
(3] -3
25 3 + 25 =1(25) multiplicando por el minimo comun mdltiplo de fos denominadores.

3\2 1)
25(x+5) +4(y—5) =25 simplificando.
2 9 2 1) gy
25| x +3x+z +4] y —y+-z =25 desarrollando los binomios.

25x% + 75x 4 3%2 +4y°— 4 y+1=25 efectuando los productos.

4(2sz +75x + 24£ + 4y2 -4y + 1) =25(4) muttiplicando por elm. . m. de los denominadores en la ecuacién.

100x* + 16y% + 300x ~ 16y + 128 = 0 efectuando los productos y simplificando, .
Ejercicios 6.3
1. Para cada ecuacion, determinar, si existe: el centro, vértices, focos, extremos del eje menor y trazar la grafica.
2 2 2 2 2 2
LA LA B gl ?+25p% =225
3)161-4 b)1+‘ 1 c)3+4 1 d) 9x° + 25p
o 2 _ a2 _12 2
e) O’ +16)" =144 A+ 257 =1 g & 92) +("‘3) =1 h) ("4) .(";52) =1
2 2 2 2 2
i (x+3) +(y+2) 4 i (x-3) v+ 2P =1 K) (x+1) +(y+2) -
9 16 4 9 3
1) 16(x=2)* + 4y + 1)? = 1 m) 4x’+ )%+ 16x -4y +4=0
n) 9" +y* - 54x+ 2y +73=0 ©0) 3x* + 4y + 6x —40p + 103 =0
P) 115"+ 7y% + 132x — 56y +585=0 q) 18x* + 8y° + 18x ~ 12y ~63=0

r) 144x* + 9y* - 192x + 36) + 64 = 0 $)~9x* - 4y* + 36x + By~ 4 = 0



6.4 LA HIPERBOLA 267

2, Determinar la ecuacion (forma canénica o estandar y general) de la elipse, que satisfaga las condiciones
indicadas.

a) Vértices en (+ 5, 0) y focos en (+ 4, 0). b) Vértices en (Q, 16), focos en (0, 14).
c) Vértices en (0, +6), excentricidad -i-. d) Focos en (4, 0), excentricidad —:—.
e) Vértices en (0, £5), pasa por el punto (3, 3). f) Tiene focos en (£3,0) y pasa por (3, 1)

g) Centro en (1, ~2), un vértice en (6, —2) y un foco en (4, -2).

h) Vértices en (4, 3) y (4, 8); un foco en (4, 7).

i) Focos en (3, 2) y (-3, 2), un vértice en (-4, 2).

j) Centro en (1, 3), un foco en (-3, 3) y pasa por el punto (2, 4).

k) Centro en (2, 1), un vértice en (5, 1), y pasa por el punto (4, 0).

1) Eje mayor y eje menor, sobre los ejes coordenados y pasa por los puntos (-1, 2) y (1, 2).
m) Focos en (4, 2), (-2, 2); la longitud del eje mayor es 10.

n) El eje menor esta en la recta y = 3 y tiene longitud 6 unidades; el eje mayor estd en larectax =2 y tiene longitud
10 unidades.

o) Los ejes de la elipse tienen longitudes de 4 y 6 unidades, el eje mayor es vertical y el centro esta en (-3, 2).
p) Semieje mayor 5 unidades, focos en los puntos (6, 3) y (-2, 3).

3. Para cada grafica indicada, determinar la ecuacién (forma canonica o estandar y general) que le coresponde.

a) b) c)

<ol . J 1. 1l
T

6.4 LA HIPERBOLA

Con el andlisis de la hipérbola, se concluye el estudio de una ecuacién cuadratica en dos
variables {en el plano cartesiano), para lo cual se enuncia la definicion de la misma.

Definicién Una hipérbola es la grafica formada por todos los puntos P del plano, tales que el valor
absoluto de la diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos en el plano, sea una
constante positiva. Los puntos fijos se llaman focos, los puntos de interseccion Vy y V; de
la recta que pasa por los focos y las dos ramas de la hipérbola se llaman vértices de la
hipérbola. E! V,V, se le llama eje transverso, el punto medio del eje transverso es el

centro.
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Veéase la siguiente figura.

Coémo se ha enfatizad
razon se toma la dada en Ia fig

Para que un punto P esté en Ia grafica, es necesario que la distancia de P
a F, menos la distancia de P 3 Fi sea igual a una constante positiva,
También un punto Q estara en Ia grafica, si la distancia de Q a F; menos
la distancia de Q a £ es igual a la misma constante Y esa constante es
2a. Lo dicho anteriormente se simboliza de Ia siguiente forma:
PF, - PF; = QF, - QF, = 2a. Recuérdese que también se puede tener
d(P, F;) - d(P, F1) = 2a. Para no obtener un error en este calculo (obtener
un resultado negativo), se debe escribir de la siguiente forma
|PF, ~PF,| =|PF, - PF,| =24

© que es de interés dibujar estas graficas en el plano cartesiano, por tal

1 (por conveniencia) para determinar la ecuacion que le corresponde.

Utilizando la definicidn de la hipérbola enunciada anteriormente y
la férmula de Ia distancia entre dos puntos, se puede encontrar la
ecuacion canénica o estandar de la hipérbola. Nétese que en la
gréfica tomada, los focos estan a la misma distancia del centro y
sobre el eje de las x. Luego las coordenadas de los focos estan
dadas por Fiy(c, 0) Y Fz(—c, 0) con ¢ > 0. Como ya se dijo la

%/y.

fig. 1

- N
Fy(e,0) “x

diferencia de las distancias es 2a, con a > 0. Ademas es
importante recordar (de geometria) que la suma de la medida de
dos lados cualesquiera en un triangulo, es mayor que la medida
del tercer lado, o de forma equivalente, que la diferencia de Ia
medida de dos lados cualesquiera de un triangulo es menor que
la longitud del tercer lado.

Aplicando este hecho, al APFLF, de la fig.1 se tiene que:

|PF, - PF,|<2¢
2a<2¢
a<c

aplicando la relacion entre los lados de un tridngulo. Notese que FiF; = 2¢.
sustituyendo |PF, - PF,| por 2a. Recuérdese la definicion de la hipérbola.
dividiendo por 2 ambos lados de |a desigualdad.

Con estos analisis, se procede a la obtencion de la ecuacién de una hipérbola. Véase:

En la fig. 1, el punto P(x, y) esta en la hipérbola si y solo si

|PF, - PF,|=2a por definicion de Ia hipérbola,
H (x+ c))2 +( y—(li)2 - J (.x:—c:)2 +(» --0)2 ’ =2a aplicando la definicién de distancia entre dos puntos del plano
: 2
J(xu-)) +y? - J (x=c)’ + y*| =4a? elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad
; 2
(J(xﬂ') AP J (.\r—c)2 +2 ) = 4qa° aplicando propiedad de valor absoluto; Jx|? = 2,

(x+c)2 +yio 2.’J[(ar+c)2 +y2] [(x—c)z +yz] + (x-c)2 +y° =42  desarrollando el binomio,

actry?o24 J [(xﬂ:)2 + yz] I_(x—c)z + yz] desarrollando los binomios y simplificando.
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= 2
2
(.1:2 S +y - Zaz) = (J[(x«v c)z +y2] [(x-t:)2 +y2] ) elevando al cuadrado nuevamente ambos lados.

X2t - a"x2 ~ad’?-at yz +at= 0 desarrollando el binomio de Ja izquierda y simplificando
x"’c2 - az.\r2 - a2 y2 = a"'c2 - a‘ escribiendo de forma equivalente A
(::z - az)x2 -a® yz = az(c2 - az) reagrupando términos,
(cz = az)xz azyz § a2 (cz 5 az) :

dividiendo por a*(c* — a*) ambos lades de la ecuacion. Nétese

az(cz - az) 112(cz - az) az(c2 - az)
que antes de iniciar con el procesc de la obtencion de la ecuacion de la hipérbola, se concluyd que a < ¢, lo que implica que a’< ¢ ?
0 equivalente a decir que ¢ * —a" > 0. Ademas por la definicion de hipérbola, a > 0 luego a*{c’ — &%) > 0.

2 2
x_z 2 zy > = 1 simplificando.
a c¢“-a
2 2
Lz - -':—2- =1 por simplicidad se sustituye ¢* - a® por 6 ("= ¢* - a® ), obteniendo que & > 0.
o :

Esta Ultima ecuacion es la ecuacién de la hipérbola en su forma canénica.

Si se hace un analisis similar cuando los focos se ubican en el eje de las y, es decir si éstos se

representan por F,(O. ¢) y F3(0, —¢) con ¢ > 0, se obtiene la siguiente ecuacién de la hipérbola, también en

2 2
X

su forma canénica: %-—2=1 donde la relacion entre a, b y ¢ permanecen igual que en la primera
a
ecuacion encontrada; es decir b* = ¢? - a°.

Se procede ahora a trazar una hipérbola con centro en el origen para identificar todos sus
elementos y las posibilidades de la misma.

Y

y y

hipérbola horizontal hipérbola vertical
a) fig. 2 b)

Con relacion a la fig.2 a), ésta corresponde a la de una hipérbola horizontal. Nétese la ecuacién
que le corresponde a la misma. En cualquiera de los dos casos, se debe tener en cuenta que el valor de
a’ esta bajo la variable que tiene signo positivo. Una forma de identificar si la hipérbola es horizontal o
vertical, es observar cual de las variables (x 0 y) tiene el signo positivo y el valor que se encuentra bajo la
variable con signo positivo, ese correspondera al vaior de 42 Es importante también tener en cuenta que
no necesariamente (como en el caso de la elipse) el valor de o® es mayor que el de 4°. En el caso de la

hipérbola, «* puede ser mayor, menor o igual que el de 5°. Notese que en Ia fig.2 a) la variable con
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signo positivo es x, lo que implica que la hitpérbola es horizontal (véase la forma de la misma) y el valor
que esta bajo la variable x, corresponde a a°. De igual manera, en la fig. 2 b) la variable con signo positivo
es y, lo que implica que la hipérbola es vertical (véase la forma de la misma) y el valor que esta bajo la
variable y, corresponde a a°.

Otro elemento importante que se debe recordar es que en la deduccion de la ecuacién de la
hiperbola se utilizé el hecho que 4* = c* —a® o de forma equivalente, ¢* = a? + b Vease I relacién que
existe entre a, b y ¢. En la hipérbola ¢ > a, a puede ser mayor o menor que b, inclusive pueden tener el
mismo valor. El recténgulo formado en la grafica tiene dimensiones 2a por 2b y las rectas que contienen
las diagonales de dicho rectangulo, son las asintotas de la hipérbola.

Ahora se procede a identificar los elementos de |a hipérbola dada en la fig. 2.

Véase los elementos de una hipérbola, como la dada en la fig. 2 a): es una hipérbola horizontal,
tiene dos vértices Vy(a, 0); Vy(—a, 0), dos focos Fy(c, 0); Fy(—c, 0), el centro: que es el punto medio del
segmento con extremos los puntos fijos (focos) o el punto medio del segmento que contiene los vértices:

en este caso es C(0, 0). El V,V, es llamado eje transverso, el W;W, es llamado eje conjugado o eje

imaginario, V4V, = 24, W, W, = 25, FiF; = 2¢. Notese que ¢ > a, los extremos del eje transverso son los
vertices y los extremos del eje conjugado o imaginario son W4(0, b) y W,(0, ~b). Otro elemento
importante de la hipérbola son las asintotas; en una hipérbola horizontal las ecuaciones que le

corresponden a dichas asintotas son: y-—-i-ex (una con pendiente positiva y otra con pendiente
a
negativa).
Si es una hipérbola vertical, los vértices son: Vi(0, a); V2(0, —a), los focos: F;(0, ¢); F5(0, =¢), y el

centro es C(0, 0). El V,V, (eje transverso) es vertical, el W,W, (eje conjugado o eje imaginario), es

horizontal. De igual manera, V,V, = 2a, WiW, = 2b, FyF, = 2¢, los extremos del eje conjugado o
imaginario son Wy(b, 0) y Wy(-b, 0) y las ecuaciones que le corresponden a dichas asintotas son:

y= :t-:-x (una con pendiente positiva y otra con pendiente negativa)

Una hipérbola que no tiene su centro en el origen se considera una hipérbola desfasada.
Astimase una con centro en el punto (h, k). Véase la siguiente figura, la ecuacion que le corresponde y
los elementos de la misma.

(x-8) (-4 _, () M )
al b a’ b’
yk=—Six-h)W,

........................

Valh~a, k N Vylk + a, k)
SV 2
V. Wi(h = b, £) ke
Falh=c, ) T s Falh+c, k) al )
: I’
2z - N ~ <
2 | AT X
4 W,(h, k=b) \\
’/ Y é
A a
b ¥ § T
y-h-:(x-k) y-k= -:(X )
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Observacion: Una forma para encontrar [as ecuaciones de las asintotas en |a hipérbola, es tomar la
ecuacion en forma candnica que le corresponde a la misma y compararla con cero (igualaria a cero).
Notara que se tiene una diferencia de cuadrados, si ésta se factoriza y se compara uno de estos factores
con cero y despeja para la variable y, se obtiene la ecuacion de una de ellas. Se debe recordar que son
dos ecuaciones, una con pendiente positiva y la otra con pendiente negativa.

2 2
. " ) - h -k ;
Para el caso si se tiene la ecuacion (x~4) - (r-4) =1 y ésta se compara con cero se tiene:
a’ b

(x-n)' (y-&)
3 - 5 =0 ecuacion en forma candnica comparada con cero.

a b
x— —k —h ~k .
. =& ) (x + 2 =0 factorizando (diferencia de cuadrados).
a b a b
x-h y—k . : 2
- T =0 igualando cada factor a cero se obtienen las dos ecuaciones.
a 3
-h -k
£ = yT transponiendo términos.
a
b : . . ;
—(x~h)=y—k despejando para el término y —k y se obtiene una de las ecuaciones.
a

y—k =4 —(x~h) tomandc la ecuacion con pendiente positiva y la ecuacién con pendiente negativa.
a

Tenga en mente que a y b son positivas (esto se muestra con Ja deduccion de la formula),

Para encontrar las asintotas de Ia grafica que le corresponden a Ia siguiente ecuacién

G-k (x-ny
b2

5 =1, se procede de forma similar que en la anterior.

a

Recuérdese que para identificar si una hipérbola es horizontal o vertical, es importante ver cual
de la variables (x o y) tiene el signo positivo. Para el caso si la variable x tiene el signo positivo, entonces
es una hipérbola horizontal (las ramas de la misma abren hacia la derecha y hacia la izquierda
respectivamente) (ver fig.3 a)). Por el contrario, si quien tiene el signo positivo es la variable », entonces
la hipérbola es vertical (las ramas de la misma abren hacia arriba y hacia abajo respectivamente) (ver

fig.3 b)). Otro elemento que hay que tener en cuenta es que los focos, estan en el interior de las ramas de
la hipérbola.

Para determinar las componentes de los vertices, focos y extremos del eje imaginario, es
importante notar cual de las componentes permanece fija y la otra se movera a unidades a la izquierda y
a unidades a la derecha respectivamente o bien a unidades hacia arriba y & unidades hacia abajo
respectivamente a partir del centro (#, k), en el caso de los vértices. Ahora, en los focos al igual que en
los vértices una de las componentes permanecera fija y la otra se movera ¢ unidades a la izquierda y ¢
unidades a la derecha o bien ¢ unidades hacia arriba y ¢ unidades hacia abajo a partir del centro {(h, k).
Similarmente se determinan las componentes de los extremos del eje conjugado o imaginario; una de las
componentes permanece fija y la otra se movera b unidades 2 Ia izquierda y b unidades a la derecha o
bien b unidades hacia arriba y » unidades hacia abajo a partir del centro (A, k).

Tomando una de las ecuaciones en forma canonica de la hipérbola, desarrollando los binomios y
luego simplificando, se obtiene una ecuacién de Ia forma Ax® + Cy* + Dx + Ey+F=0 conAyCcon
signos distinto (una positiva y la otra negativa), es decir AC < 0. Téngase en cuenta que esta ultima
ecuacion enunciada es la ecuacion general de una hipérbola o de una hipérbola degenerada.

Con este andlisis realizado a esta ecuacién, se procede al trazo de la grafica y a la identificacion
de sus elementos. Véase:
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Ejemplo 1 | Para cada ecuacion, determinar si existe: el centro, vértices (extremos del eje transverso),
focos, extremos del eje conjugado o imaginario, ecuaciones de las asintotas y trazar su

grafica.
x! y2 y2 x! y 4
) et b et c) 25x¢* — 9y? = 225 d) 4x* - 9% = 1
-1y =y +2) +1)
e)("g)-(’a) =1 f)(”zs)-("4)=1 @) Ax-1)2-4(p+1)2=1
h) 4x*-9y* —8x+ 36y —68=0 i) ¥ —4y* —4x+8y-4=0
) 5x% - 13)” - 40x - 78y = 37 k) x*~p*-2c+6y +8=0
Solucion:
a)x__y_,-_.1
9 4

2 2
La ecuacién %—-’-;-=1, estd dada en su forma

canonica. Esto implica que el centro es C(0, 0). Nétese
que la variable que tiene signo positivo es x, lo que
implica que se tiene una hipérbola horizontal con «* = 9
6 a=3y =46 b=2 Conociendo estos vaiores se

encuentra el valor de ¢ mediante la férmula ¢ = ya?+ 5° y

se obtiene que ¢ = 32+ 2% =73

* Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
horizontal, se cuentan & unidades a la derecha, a
unidades a-la izquierda, b unidades hacia arriba y b
unidades hacia abajo a partir del centro.

Una vez ubicados estos puntos, .se procede a dibujar un rectangulo de tal manera que su base mida 2a
unidades y su altura 25 unidades. Trazando las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de la
grafica, de tal manera que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la
figura anterior.

o

A continuacién se indican los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por Vy(h +a, k) y
Va(h — a, k), de donde al sustituir los valores de k, k y a se obtienen los siguientes V(0 + 3, 0) y
V3(0 -3, 0), o en forma simplificada Vi(3,0) y Vu(=3,0)

Los focos en términos generales estan dados por Fy(h + ¢, k) y Fp (h—c, k) de donde al sustituir los
valores de 4, k y ¢ se obtienen los siguientes F, (0+J1_§. 0) y F (0-413, o). o en forma simplificada

F1(#3,0) y Fa(-¥13,0).

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por W,(k, & + b) y
W, (h, k - b), de donde al sustituir los valores de &, &k y b se obtienen los siguientes W,(0, 0 + 3) y
W;(0, 0 - 3), o en forma simplificada W,(0, 3) y W,(0, =3).

Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran (si no ha memorizado la férmula) tomando la ecuacién,
comparandola con cero, factorizandoila (diferencia de cuadrados) y despejando para y, o para y—k, en
uno o en ambos factores. Véase:
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Vi ‘%— =0 ecuacion dada comparada con cero.
KT { s - '—y-J =0 factorizando (diferencia de cuadrado).
3 2)\3 2
Xy
3 - 3 =0 tomando uno de los factores y comparando con cero.
2 : P
y= sx despejando para y. Recuérdese que son dos asintotas.
2 : : " ’ Y
y==% sx tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).

2 2

La ecuacion %—%=1, esta dada en su forma

canédnica. Esto implica que el centro es C(0, 0). Nétese
que la variable con signo positivo es y, por lo que se tiene
una hipérbola vertical con a°=2 6 a= 2 y $*°=96
b = 3. Conociendo estos valores se encuentra el valor de

¢ mediante la formula ¢ =ya?+5° y se obtiene que
c= J2+9 = 1.

Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
vertical, se cuentan a unidades hacia arriba, a unidades
hacia abajo, » unidades a la derecha y b unidades a la
izquierda a partir del centro.

Una vez ubicados estos puntos, se procede a dibujar un rectangulo de tal manera que su base mida 25

unidades y su altura 2e unidades; es decir con base 6 y altura 2 ¥2 . Trazando las diagonales de este
rectangulo, se hace un bosquejo de la grafica, de tal manera que cada rama de la hipérbola se acerque a
las asintotas, como se muestra en la figura anterior.

Indicando los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por Vilh,k+a) y
V,(h, k — a), de donde al sustituir los valores de h, k y a se obtienen los siguientes V, (0,0+5) y

v,(o,o-Ji), o en forma simplificada V, (0, 2)y v, (0. -42).

Los focos en términos generales estan dados por Fy (h, k + ¢) y F, (h, k- ¢) de donde al sustituir los
valores de &, k y ¢ se obtienen los siguientes £, (0,0+J1_3) y F, (0.0—433), o en forma simplificada

Fy(0,413) y F2(0,-413).

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por W,(h + b, k) vy
W,(h — b, k), de donde al sustituir los valores de &, k y b se obtienen los siguientes W,(0 + 3, 0) y
W,(0 - 3, 0), 0 en forma simplificada W,(3, 0) y Wy(=3, 0).

Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran (si no ha memorizado la férmula) tomando la ecuacion,
comparandola con cero, factorizandola (diferencia de cuadrados) v desoeiando para v 6 nara o - & ar



274 CAPITULO VI LAS CONICAS” .

%— e 0 « ecuacion dada comparada con cero.
‘
P T . .
—_——— +—~(=0 factorizando (diferencia de cuadrado).
(JE 3) [75 3)
‘ —J'%.- -:- =0 tomando uno de los factores y comparando con cero.
V2 . .
y= Tx despejando para y. Recuérdese que son dos asintotas.
V2 : ’ " . ;

y== ?x tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).

c) 25x% - 9y* = 225
La ecuacion 25x* — 9p® = 225 no esta en la forma
canodnica y para llevarla a dicha forma se debe dividir

ambos lados de la ecuacion por 225 llegando a

2 2
%—:—sﬂ. Luego el centro es C(0, 0). Nétese que la

variable que tiene signo positivo es x, lo que implica que
se tiene una hipérbola horizontal con a*=9 6 a=3 y

b’ =25 0 b= 5. Conociendo estos valores se encuentra

el valor de ¢ mediante la formula ¢ = Ja® + 5 y se obtiene

quec= J3’+5z =434 .

Para trazar la grafica, se cuentan & unidades a la
derecha, e unidades a la izquierda, » unidades hacia
arriba y b unidades hacia abajo a partir del centro.

-—-s-x
B

Dibujando el rectangulo de 6 unidades de base por 10 unidades de altura y sus diagonales, se hace un
bosquejo de Ia gréfica, de tal manera que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se
muestra en la figura anterior.

A continuacion se indican los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por Vy(h+a, k) y
Va(h - a, k), de donde al sustituir los valores de h, k y a se obtienen los siguientes V,(0 + 3,0) y
V3(0 - 3, 0), o en forma simplificada V4(3,0) y Vy(=3,0).

Los focos en términos generales estan dados por Fy (h+c, k) y Fp (h—c¢, k) de donde al sustituir los
valores de k, k y ¢ se obtienen los siguientes F, (0+f33. 0) y F (0-+34, o), o en forma simplificada

F,(Js_-t.o) y r,(-»/s':s'.o)‘

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por W, (A, & + b) y
Wo(h, k - b), de donde al sustituir los valores de h, k'y b se obtienen los siguientes W,(0, 0 + 5) y
W,(0, 0 - 5), o en forma simplificada W,(0, 5) y W,(0, -5).

T OTNANRTA 1A B IaAAhr - o okttt so e 1ro b oo i oy SN ST 3 e
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2
% - :—5 =0 ecuacion en forma candnica comparada con cero.
x yY(x ¥y . ; .
———l—g=1=0 factorizando (diferencia de cuadrado).
(3 5)(3 5] : )
Ty =0 tomando uno de los factores y comparando con cero.
3 5
y= %x despejando para y. Recuérdese gue son dos asintotas.
y=x %x tomandao las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).
d)4x* -9y = 1 La ecuacién 4x* — 9 = 1 no esta en la forma candnica,
Ay pero ya estda comparada con uno (una de las
¥ T y-§x caracteristicas de la hipérbola) y para llevarla a dicha
v, 3 fot B forma se debe escribir en forma equivalente, la cual es
s % 2 2
N . S -3 =1 (efectuese la divisién en cada término para
1 1 F:A \\ ” .F‘ 'l . 0 z 3
'\, T T 7 T T 7 . .
%* 1 - \\5\ 1 * que sea comprobado). Esto implica que el centro es
”’ -+ - . . )
<5 D C(0, 0). La variable que tiene signo positivo, es x, ;:or lo
S = i | que se tiene una hipérbola horizontal con &* = il
i?y'

1 2 _ 1 1
= — ==0 b= —,
¢ 2yb 9 3

Conociendo estos valores se encuentra el valor de ¢ mediante la formula ¢ = Ja’ +b* y se obtiene que

1 1_4J13

€= J—d— = —
4 9 6

Dibujando el rectangulo de una unidad de base, -g- unidades de altura y sus diagonales, se hace un

bosquejo de la grafica, de tal manera que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se
muestra en la figura de arriba.

Indicando los elementos que se piden:

Los vértices, en términos generales estan dados por V,(k + a, k) y V.(h - a, k), de donde al sustituir los

valores de &, k y a se obtienen los siguientes V, (m—},o) y V,[o—-;-.o), o en forma simplificada

1 1
V=, V,|——,0|.
(z0) vy w(-29)
Los focos en términos generales estan dados por Fy (k+ ¢, k) y F, (h — ¢, k) de donde al sustituir los

3 43

valores de &, k y ¢ se obtienen los siguientes F, [0 +T,o) y F, [o - OJ, o en forma simplificada

1
6
(.0 v )
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Los extremos del eje conjugado o imaginario

» N términos generales estan dados por Wy(h, k + b) y

W, (%, k ~ b), de donde al sustituir los valores de h, k 'y b se obtienen los siguientes W, (0.0+§J y

w, (o,o-%) » 0 en forma simplificada W, (o. %) y W, (o, —%J ;

Tomando la ecuacion en forma canonica, fa

ctorizando, comparando uno de los factores con cero y

despejando para Y O para y-k se obtienen las ecuaciones de las asintotas. Véase:

x! ]2
B
4 9
X ¥yl x 2
T°TTF[70
2 3)\2 3
x_z_
1 1_o
2 3
"3
2
= -
y 3-\’

ecuacion en forma canénica comparada con cero.

factorizando (diferencia de cuadrado).

tomando uno de los factores y comparando con cero.

despejando para ¥. Recuérdese que son dos asintotas,

tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).

2 2
La ecuacion (x ; y_b ;2) =1, esta dada en su forma

Candnica. Esto implica que el centro es C(1, 2). Notese
que la variable que tiene Signo positivo es x, lo que
implica que se tiene una hipérbola horizontal con ¢2 = 9
0 a=3y b°=46 b=2 Conociendo estos valores se

encuentra el valor de ¢ mediante la formula ¢ = Ja? 4 5y

se obtiene que ¢ = 3%+ 27 = /i3

Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
horizontal, se cuentan, a partir del centro (1. 2. 3
unidades a |a derecha, 3 unidades a |a izquierda, 2
unidades hacia arriba ¥ 2 unidades hacia abajo a partir
del centro.

Una vez ubicados estos punios, se procede a dibujar el rectangulo de b;a'se 6 unidades y su altura 4
unidades. Trazando las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de Ia grafica, de tal manera
que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la figura anterior.

Véase los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por Vy(h + a, k) y

Va(h - a, k), de donde al sustituir los valore
Va(1-3,2), 0 enforma simplificada V.(4 ?) v

s de &, k y a se obtienen los siguientes V(1 + 3,2) y
V. /i_9 2\
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Los focos en términos generales estan dados por F, (h+ ¢, k) y Fp (h—c, k) de donde al sustituir los
valores de h, k y c se obtienen los siguientes F,(1+v13,2) y F; (1—J1_3, 2).

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(h, k + 6) vy
W;(h, k - b), de donde al sustituir los valores de &, k y b se obtienen los siguientes W,(1, 2 + 2) v
W;(1, 2 - 2), 0 en forma simplificada W,(1, 4) y W,(1, 0).

Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran tomando la ecuacion, comparandola con cero,
factorizandola (diferencia de cuadrados) y despejando para y, o para y - &, en uno o en ambos factores.

Véase:
2 2
-1 -2
(x 9 ) - (y 2 ) =0 ecuacién dada comparada con cero.
(x-1 - y-2 )[ el 4 =2 ) =0 factorizando (diferencia de cuadrado).
3 2 3 2
x-1 y-2
T - T =0 tomando uno de fos factores y comparando con cero.
y-2=- -:-(x—1) despejando para y - 2. Recuérdese que son dos asintotas.
y-2=1% -;-(x—1) tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).
2 2 2 2
2 +1 - 2 x+1
f) (r+2) -(x ) =1 La ecuacion (r+2) -(” ) =1, esta dada en su forma
25 4 25 4
" canonica. Esto implica.que el centro es C(-1, -2). Notese
i {" o - que la variable con signo positivo es y, luego se tiene una
pez=—eenn L AT hipérbola vertical con a* =25 6 a=5y b°=46 b=2.
\ 1Y, Conociendo estos valores se encuentra el valor de ¢
\ T/ y 2 2 g
W\ 4 mediante la formula ¢ = Ja +b° Yy se obtiene que
A~
D S B LT c=J25+4 =429,
x 8 de¢ie 4 B %
J4ia Para trazar la grafica, se cuentan 5 unidades hacia arriba,
! o s 5 unidades hacia abajo, 2 _unidades a la derecha y 2
v unidades a la izquierda a partir del centro.
¥ N
¥

Dibujando el rectangulo de tal manera que su base mida 4 unidades y su altura 10 unidades. Trazando
las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de la grafica, de tal manera que cada rama de la
hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la figura anterior.

Indicando los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por V,(k, & + a) y
Va(h, k - a), de donde al sustituir los valores de k&, & y a se obtienen los siguientes V, (-1.-2+5) y

V(-1,-2-5), o en forma simplificada V,(-1,3) y V,(-1,-7).

Los focos en términos generales estan dados por F, (h, k + ¢) y F, (h, k- ¢) de donde al sustituir los
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Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(h + b, k) v
W,(h - b, k), de donde al sustituir los valores de &, & y b se obtienen los siguientes W, (-1 + 2, =2) y
W; (-1-2,-2) , 0 en forma simplificada W,(1, ~2) y W,(~3, =2).

Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran tomando la ecuacién, comparandola con cero,
factorizandola (diferencia de cuadrados) y despejando para y, o para y — k, en uno de los factores o en
ambos factores. Véase:

{y+ 2)2 _ (x+ 1)2 -
4

ecuacion dada comparada con cero.

25
+2 x+1 +2 1 :
(" == * : )(y =<+ x; J= 0 factorizando (diferencia de cuadrado).
+2 +1 -
4 5 - xz = tomando uno de los factores y comparando con cero.
+1
+2 = 5(x2 ) despejando para y + 2. Recuérdese que son dos asintotas.
5 : y 2% : :
y+2=+ ?(x +1) tomando ias dos ecuaciones {pendiente positiva ¥ pendiente negativa).

g) 9x-17 -4y +1)*=1

La ecuacién 9(x — 1)> - 4(y + 1) = 1, no esta dada en su

forma canénica, pero como estd comparada con uno, lo

unico que corresponde es escribirla de forma equivalente.
2 2

Teniendo que & 11) - ( :1) =1. Esto implica que el

9 4
centro es C(1, ~1). Nétese que la variable que tiene signo
positivo es x, lo que implica que se tiene una hipérbola
’ 1 1 2 1 1
lcon &= — = = b= — = —.
horizontal con a 96a 3y 4Ob 2
Conociendo estos valores se encuentra el valor de ¢

mediante la formula ¢ =4a?+5° y se obtiene que
c= l.{.l = 1_3 :_J1__3. ;
J 9 4 J 3 6

Para trazar la gréfica, dado que se tiene una hipérbola horizontal, se cuentan, a partir del centro (1, -1),

% unidades a la derecha, ?} unidades a la izquierda, % unidades hacia arriba y % unidades hacia abajo.

Una vez ubicados estos puntos, se procede a dibujar el rectangulo de base -:- unidades y su altura una

unidad. Trazando las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de la gréfica, de tal manera
que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la figura anterior,

A continuacion se indican los elementos que se piden:
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Los vértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por V(i + a, k) y

V.(kh - a, k), de donde al sustituir los valores de &, k y a se obtienen los siguientes V, (1+%‘—1J y
1 aoceria: 4 2

V, (1—5. -1), o en forma simplificada V, [;, —1) y V, (3, —1).

Los focos en términos generales estan dados por Fy(h + ¢, k) y Fylh — ¢, k) de donde al sustituir los

5 )y o[

valores de 4, k y ¢ se obtienen los siguientes F, [14-—6—-. -1 1—T, ~1) o en forma simplificada

F,(s’”;ﬁi,q] y Fy [6';/1_3,-1}

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(h, k+ b) y
Wy(h, k - b), de donde al sustituir los valores de h, & y b se obtienen los siguientes

W, (1, -1+%) y W,(1, —1—-;-) , 0 en forma simplificada W, (1, --21-) y W, (1. —%)
Encontrando las ecuaciones de las asintotas.
_q)? 2
(x 1 ) - (y :1) =0 ecuacion dada comparada con cero.

4

9
x4 .2 +1] x;1 2 0 factorizando (diferencia de cuadrado).

1 N
3 2 3 2
x-1 y+1
- + g =0 tomando uno de los factores y comparando con cero.
5 2
3
y+1= ———(x—1) despejando para y + 1. Recuérdese que son dos asintotas.
2
y+i= t%(x—‘!) tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).

h) 4x*-9y* —8x + 36y —68=0

Esta ecuacion esta dada en su forma general (nétese A es positiva y C es negativa) y para llevarla a la
forma canénica, se debe hacer completacion de cuadrados con respecto a ambas variables. Véase:

4x* ~9y* —8x + 36y —68=0 ecuacién dada,
(4.!.'z -8x ) - (9°— 36y ) = 68 asociando y transponiendo el término sin variable.
4(x* - 2x ) - Q(yz -4y ) = 68 factorizando en cada término de la izquierda (factor comun).

A(x* - 2x + 1) -9(* - 4y +4)=68+4~-36 completacion de cuadrados y propiedad de la igualdad. Nétese que en
el lado izquierdo de la igualdad los nimeros que se agregaron son
41)=4y -9(4)=-36

4x-1Y2-9(y -2’ =36 factorizando y simplificando.
ax-1 9y-2° 36
3 36 36
-9 -2

T

dividiendo por 36 ambos lados de la ecuacion.

1 simplificando y se obtiene en su forma candnica.
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La ecuacion dada en su forma canénica corresponde a

2 2
(x;” o ;2) =1. Esto implica que el centro es
C(1, 2). Notese que la variable que tiene signo positivo es
X, lo que implica que se tiene una hipérbola horizontal con
@=9 6 a=3 y b*=4 6 b= 2. Conociendo estos
valores se encuentra el valor de ¢ mediante la formula

c={a? + 8 y se obtiene que ¢ = 3%+ 2° =43 .

Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
horizontal, se cuentan, a partir del centro (1 2
3 unidades a la derecha, 3 unidades a la izquierda,
2 unidades hacia arriba y 2 unidades hacia abajo a partir
del centro.

Una vez ubicados estos puntos, se procede a dibujar el rectangulo de base 6 unidades y su altura 4
unidades. Trazando las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de la grafica, de tal manera
que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en |a figura de arriba.

Los elementos que se piden son:

Los vértices, por las caracteristicas de la gréfica, en términos generales estan dados por Vy(h + a, k) y
Va(h — a, k), de donde al sustituir los valores de h, k'y a se obtienen los siguientes V(1 + 3,2) y
V(1 -3, 2), 0 en forma simplificada Vi4,2) y Vy(-2,2).

Los focos en términos generales estan dados por Fy (h+ ¢, k) y F; (h - ¢, k) de donde al sustituir los
valores de h, k y c se obtienen los siguientes Fy (1++13, 2) y F (1-+13, 2).

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(h, k + 5) y
W(h, k -~ b), de donde al sustituir los valores de h, k'y b se obtienen los siguientes W,(1, 2 + 2) vy
W;(1, 2 - 2), 0 en forma simplificada W,(1, 4) y W,(1,0).

Encontrando las ecuaciones de las asintotas de esta hipérbola.

x- -2
9 4

(x-1 _y=2 ](x—‘l " y—2]
3 2 3 2

x-1 -2
3

0

0

0

y-2 = —%(x-1)

2
y-2 =t —(x-1)

ecuacion dada comparada con cero.

factorizando (diferencia de cuadrado).

tomando uno de los factores y comparando con cero,

despejando para y — 2. Recuérdese que son dos asintotas.

tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva v pendiente neaativa).
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i) xX* -4y’ —4x+8y-4=0

Esta ecuacion esta dada en su forma general (nétese A es positiva y C es negativa) y para llevarla a la
forma candnica, se debe hacer completacion de cuadrados con respecto a ambas variables. Véase:

o - 4y -4x+8y —4=0 ecuacion dada.
(x* - 4x ) - (4y2 -8 ) =4 asociando y transponiendo el término sin variable.
(x* - 4x )— 4(}12- 2y ) =4 factorizando en uno de los términos de la izquierda.

(* —4x + 4) - 4(° - 2y+1)=4+4-4 completacién de cuadrados y propiedad de la igualdad. Notese que en
el lado izquierdo de la igualdad los numeros que se agregaron son 4 y

-4(1)= -4,
(x-2)* - 4(y - 1)2 =4 factorizando y simplificando.
2 2
d) Myl = . dividiendo por 4 ambos lados de la ecuacién.
4 4 4
2 2
(x _42) o : Vot simplificando y se obtiene en su forma canénica.

Retomando la ecuaciéon en su forma canoénica, se tiene
(x-2° @+ _

a1
Nétese que la variable que tiene signo positivo es x, lo
que implica que se tiene una hipérboia horizontal con
a>=4 6 a=2 y b*=16 b= 1. Conociendo estos
valores se encuentra el valor de ¢ mediante la formula

c=Jaz+b2 y se obtiene que ¢ = ‘/2’+12 = I8

Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
horizontal, se cuenta a partir del centro (2, —1),
2 unidades a la derecha, 2 unidades a la izquierda, una
unidades hacia arriba y una unidades hacia abajo.

1. El centro de ésta es C(2, —1).

Una vez ubicados estos puntos, se procede a dibujar el rectangulo de base 4 unidades y con aitura 2
unidades. Trazando las diagonales de este rectangulo, se hace un bosquejo de la grafica, de tal manera
que cada rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la figura anterior.

Indicando los elementos que se piden:

Los veértices, por las caracteristicas de la grafica, en términos generales estan dados por Vy(h + a, k) y
Va(k — a, k), de donde al sustituir los valores de &, &k y a se obtienen los siguientes V(2 + 2, -1) y
Vi(2 -2, -1), 0 en forma simplificada V,(4, -1) y V,(0, -1).

Los focos en términos generales estan dados por F, (h+ ¢, k) y F, (h — ¢, k) de donde al sustituir los
valores de &, k y ¢ se obtienen los siguientes F (2++5, —1) y Fy (2-45,-1).

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(it, k + ) y
Wy(k, k - b), de donde al sustituir los valores de &, k y b se obtienen los siguientes W,(2, -1 + 1) y
W,(2, -1 = 1), o en forma simplificada W,(2, 0) y W,(2, -2).
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Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran tomando Ia ecuacién, comparandola con cero,
factorizandola (diferencia de cuadrados) y despejando para p, 0 para y - k, en uno o en ambos factores.
Véase.

-2 e+’ _

2 P 0 ecuacion dada comparada con cero.
(x-Z - i, )(x—Z + y+t ) =0 factonzando (diferencia de cuadrado).
2 1 2. 1 ;
xT—2 + '—V-? =0 tomando uno de los factores y‘c.ombarar'x'ic_;con cero.
y+i= --;—(x-Z) despejando para y + 1, Recuérdese que son dos asintotas.
y+i=1 %(x—Z) tomando las dos ecuaciones (pendiente positiva y pendiente negativa).

J) 5x% - 13)* —40x 78y =37

Esta ecuacion esta dada en su forma general (nétese que A es positiva y C es negativa) y para llevarla a
la forma canénica, se debe hacer completacion de cuadrados con respecto a ambas variables. Véase:

5x% - 13y* - 40x — 78y =37 ecuacioén dada.
(5x* - 40x ) - (13y° + 78y ) =37 asociando téminos de la izquierda.
5(x* - 8x ) - 13(y2 +6y ) =37 factorizando los términos de la izquierda (factor comin).

5(.\‘2 - 8x+ 16) - 13(yz +6y+9)=37+80-117 completacion de cuadrados y propiedad de la igualdad, Notese que
en el lado izquierdo de la iguaidad los nimeros que se agregaron
son 5(16) =80 y =-13(9) = =117,

5(x-4)°-13(y +3)2=0 factorizando y simplificando.

Como la ecuacién obtenida finalmente esta comparada con cero, esto implica que se tiene una hipérbola
degenerada y el Gnico punto que satisface dicha ecuacion es (4, -3). Nétese que se pueden obtener las
ecuaciones de las asintotas (la ecuacion esta comparada con cero) y trazar las mismas y éstas se
intersecan en el Gnico punto que satisface esta ecuacion.

k) x* -y -2¢+6p +8=0

Esta ecuacion esta dada en su forma general (notese A es positiva y C es negativa) y para llevarla a la
forma canénica, se debe hacer completacion de cuadrados con respecto a ambas variables. Véase:

xz-y2—2x+6y +8=0 ecuacion dada.
(- 2x ) - (y2 -6y ) =-8 asociando términos de la izquierda y transponiendo término
(x* — 2x + 1) - (*~ By +9)=-8+1-9 completacién de cuadrados y propiedad de la igualdad. Nétese que en el lado
izquierdo de la iguaidad los nimeros que se agregaronson1 y - 9.
(x=1P2-( -3 =-16 factorizando y simplificando.

Nétese que la ecuacion esta comparada con un numero negativo, por lo que debe multiplicar por —1
ambos lados de la ecuacién obteniendo =37 (x- 1)* = 16. Si ésta Gltima se divide por 16 se obtiene
la forma canénica de la misma.

v - 3)2 -{x— 1)2 =16 ecuacion obtenida después de multiplicar por -1 ambos lados de la iguaidad.
-3 (x-1° 16
1% 16 16
0-3° (x-1°

dividiendo por 16 ambos lados de la ecuacién.

1 etrmrnlifio o ol
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Obsérvese que inicialmente (en la ecuacion dada en forma general), se habia dicho que A es positiva y
C negativa, lo que se podia pensar que la hipérbola abriria a la izquierda y derecha, lo cual al haberla
llevado a la forma canénica no es verdad, ya que ésta abre hacia arriba y hacia abajo.

Retomando |la ecuacién en su forma candnica

5 .qoF N V)42 mo(x+1 (-3 (x=1 1, se tiene que el centro es  C(1, 3
y+2--i(x+1) ' =+ i ¥ '3(3’*) 16 16 = q ( ' )'
N 4 7’ .
v NJdn 7’ a°=16 6 a=4y b*°=16 6 b= 4. Conociendo estos
KT 4 valores se encuentra el valor de ¢ mediante la féormula
A a7 :
TN ! " c=ya®+5 yseobtiene quec= i6+16 =4+3.
P i B O T B 7 VR TR 2 B S T
X7 g gt e Y Para trazar la grafica, dado que se tiene una hipérbola
A ok 3 vertical, se cuentan 4 unidades hacia arriba, 4 unidades
= 1 ) hacia abajo, 4 unidades a la derecha y 4 unidades a la
T izquierda, a partir del centro.
;;y'

Ahora, se procede a dibujar un rectangulo de tal manera que su base mida 8 unidades y su altura 8
unidades (un cuadrado, vea que el valor de a puede ser. menor, mayor o igual que el valor de b).
Trazando las diagonales de este cuadrado, se hace un bosquejo de la gréfica, de tal manera que cada
rama de la hipérbola se acerque a las asintotas, como se muestra en la figura anterior.

Indicando los elementos que se piden:

Los vértices, por las caracteristicas de la gréfica, en términos generales estan dados por V{(h, k + a) y
Vy(h, kK — a), de donde al sustituir los valores de h, k y a se obtienen los siguientes V, (1,3+4) y

Va (1, % 4), 0 en forma simplificada V, (1,7) y V,(1,-1).

Los focos en términos generales estan dados por F, (#, k + ¢} y F, (h, k — ¢) de donde al sustituir los
valores de k, k y ¢ se obtienen los siguientes Fy(1,3+442) y F, (1 3—45) .

Los extremos del eje conjugado o imaginario, en términos generales estan dados por Wy(h + b, k) y
W,(h — b, k), de donde al sustituir los valores de &, k y b se obtienen los siguientes W, (1 +4, 3) y
W; (1 -4, 3), o en forma simplificada W,(5, 3) y W,(-3, 3).

Las ecuaciones de las asintotas, se encuentran tomando la ecuacién, comparandola con cero,
factorizandola (diferencia de cuadrados) y despejando para y, 0 para y - k, en uno de los factores o en
ambos factores. Véase:

-3 -1

ecuacion dada comparada con cero.

. 16 18
S [y—3 + x_1]-0 factorizando (diferencia de cuadrado).
4 4 4 4
y-3 x-1
T - —4—- = tomando uno de los factores y comparando con cero

4
y—-3 = z(x-1) despejando para y — 3. Recuérdese que son dos asintotas.

y=3 =£(x-1) tomando las dos ecuaciones y simplificando, ]
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Ejemplo 2 | Determinar la ecuacién (forma canénica o estandar y general) de la hipérbola, que
satisfaga las condiciones indicadas.

a) Vértices en (-2, 0), (2, 0) y focos en (-4, 0), (4, 0).

b) Vértices en (0, +3), focos en (0, + 4).

c) Vértices en (+1, 0) y ecuaciones de las asintotas y = + 3x.

d) Focos en (0, +4) y ecuaciones de las asintotas y = :.‘:-:-x.

e) Vértices en (0, +2) y pasa por el punto (3, 4).

f) Tiene como asintotas las rectas ¥ =+ 3x, centro en el origen pasa por el punto (3, 5).
g) Focos en (+3, 0) y la longitud del eje transverso 4 unidades.

h) Focos en (5, 1), (-1, 1); la longitud del eje conjugado o imaginario es de 4 unidades.

i) Con eje transverso de longitud 4 unidades y sobre Ia recta x = 2, y con eje conjugado o
imaginario de longitud 6 unidades y sobre larecta y = 3,

j) Tiene C(3, -2), un vértice (7. -2) y un foco en (8, -2).
k) Vertices (-7, 2), (1, 2) y una de sus asintotas con ecuaciony—2 = -:—(x +3)

Solucién:
a) Vertices en (-2, 0), (2, 0) y focos en (-4, 0), (4, 0).

Hacer un bosquejo de la grafica es muy importante.

y Notese que segun la informacién dada la hipérbola abre
4P hacia la derecha y hacia la izquierda, ademas el centro es
i el punto (0, 0); determinando el puntoc medio del
; . segmento que tiene como extremos los veértices
i T2 (extremos del eje transverso). Luego la ecuacion que le
proaren < % - I x5 - "
L | : il corresponde es a_’_b_z=1' con a = 2 y ¢ = 4
I B Conociendo los valores de a y ¢, se determina el valor
1 !
T4 para b, mediante la formula b = o?- 42 ya que
J-/y' c=,/a’+b’.Luc=.»gob=,/4’-22 =12 = 243.

Para encontrar la ecuacion solicitada, se necesitan los valores de a y b, y sustituir éstos en la ecuacién

que le corresponde a la curva. Retomando la ecuacion y sustituyendo los valores de a y b, se tiene que la
2

2 2 2
ecuacion buscada es .- 2 7=1 6 =—-2._1 dada en su forma cancnica. Para encontrar la
2 (2 J.‘_%) 4 12

ecuacion general, se multiplica por el minimo comun muiltiplo de todos los denominadores (que en este
caso es 12), ambos lados de la ecuacién. Véase:

xZ

T - ﬁ =1 ecuacion encontrada en su forma candnica.

2

2
12(-:— - %] =1(12) multiplicando ambos lados de la ecuacion porelm. ¢. m. de los denominadores.

‘-
~

3x7 - yz =12 simplificando.

3x% - y2 ~-12=0 comparando con cero y obteniendo la ecuacidn general.
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b) Vértices en (0, +3) y focos en (0, + 4).
Un bosquejo de la grafica se muestra en la figura de la

Ay izquierda. Nétese que segun la informacion dada la
T hipérbola abre hacia arriba y hacia abajo, ademas el
Fil, centro es el punto (0, 0); determinando el punto medio del
-y segmento que tiene como extremos los vertices
T2 (extremos del eje transverso). Luego la ecuacién que le
2 2

Gttt —t—t— .. = -
& g 2g & > @ 8 corresponde €s a—z—-b—z_1, con a 3 Y L 4.
I "‘_’_ - Conociendo los valores a y ¢, se determina el valor para
L/"";"‘ b, mediante la formula b = J—a* yaquee =Jaz+b2 ;

Vy Luego b= {42 -3% = 7.

Para encontrar la ecuacion solicitada, se necesitan los valores de a y b, y sustituir éstos en la ecuacion

que le corresponde a la curva. Retomando la ecuacion y sustituyendo los valores de a y b, se tiene que la

2 2 2 2
ecuacion buscada es 2—-—>—-=1 0 3——-‘%—:1 dada en su forma canonica. Para encontrar la

ecuacion general, se multiplica por el minimo comun multiplo de todos los denominadores (que en este
caso es 63), ambos lados de la ecuacion. Vease:

2 2
- %— - XT =1 ecuacién encontrada en su forma canodnica.
( yz xz]
63] — — — | =1(63) multiplicando ambos lados de la ecuacion por el m. ¢. m. de los denominadores.
\s 7
7 yz -9x* =63 simplificando.
7 y2 -9x*-60=0 comparando con cero y obteniendo la ecuacion general.

c) Vértices en (1, 0) y ecuaciones de las asintotas y = £ 3x.

Un bosquejo de la grafica se muestra en la figura de Ia
izquierda. Nétese que segun la informacion dada la
hipérbola abre hacia la derecha y hacia la izquierda,
ademas el centro es el punto (0, 0); determinando el
punto medio del segmento que tiene como extremos |os

vértices (extremos del eje transverso). Luego la ecuacion
2 2

que le corresponde es -'-'; - !7= 1, con a = 1. Otro de los
a b

x datos que se da, son las asintotas donde una de ellas es
la que tiene como ecuacion y = 3x 6 y = %x. Por la

forma de la grafica, una de las ecuaciones generales que

le corresponde a esta hipérbola es y = fx, pero como
a

a =1, se concluye que b = 3.



286 CAPITULO VI LAS CONICAS

Para encontrar la ecuacion solicitada, se necesitan los valores de « y b, y sustituir éstos en la ecuacién

que le corresponde a la curva. Retomando la ecuacion y sustituyendo los valores de « y b, se tiene que la
2 2 2 2

ecuacion buscada es = -2-=1 ¢ —"1— -% =1 dada en su forma canénica. Para encontrar |a ecuacion
1 3

general, se multiplica por el minimo comin muiltiplo de todos los denominadores (que en este caso es 9),

ambos lados de la ecuacion. Véase:

2 2
% - -";— =1 ecuacion encontrada en su forma canénica.
o2 2 '
9 T % =1(9) multiphicando ambos lados de la ecuacién por el m. ¢. m. de los denominadores.
2 .2 g
9 -y"=9 simplificando.
9x? - y2 -9=0 comparando con cero y obteniendo la ecuacion general.

d) Focos en (0, +4) y ecuaciones de las asintotas y = :t—:-x.

Un bosquejo de la grafica se muestra en la figura de la

A’ izquierda. Notese que segun la informacion dada la
i hipérbola abre hacia arriba y hacia abajo, ademas el
Fiéda centro es el punto (0, 0); determinando el punto medio del
segmento que tiene como extremos los focos. Luego la
e o s
P G ecuacion que le corresponde es £--2-=1, con ¢ = 4
x’\. -' T -| 1 Ll T V/x n b
Y 1, Tl 2 Nétese que no se conoce el valor de a y b, pero se
> S conocen las asintotas. Por |a forma de la grafica, una de
Fry-4 las ecuaciones generales de las asintotas que le
Wy corresponde a esta hipérbola es y = %x. Segun las

condiciones dadas, la ecuacién de una de las asintotas

corresponde a y = %x.
Si se comparan estas dos ultimas se tiene que % = % 0 su equivalente 3a = 2b. De esta relacién se

concluye que a = %b. Se sabe que ¢ = Ja-’ +b6° oquec=a’+b%

2
Sustituyendo el valor de ¢ y el de b, en esta Ultima ecuacion, se tiene que (4)* = (-;-b) + 5%

-;— b+ 5 =16 retomando la Gltima ecuacién, aplicando simetria y aplicando propiedad de potencias.
? b*=16 efectuando la suma.
b= 1;31 despejando para b°
b= 12413 despejando para b y racionalizando.

13

Conociendo el valor para b se encuentra el de «. De donde
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21241
as= 5 L 1{’—3] sustituyendo el valor de b, encontrado anteriormente en la ecuacion a = -:- b
8413
= —— simplificando.
13 ¥
a4 = % encontrando el valor de a”.

Ahora conociendo el valor de a y b, se sustituyen estos en la ecuacion antes encontrada: que es la que le
corresponde a dicha hipérbola, segtin las condiciones dadas.

NI"N
N

» Q-le
i
-

Igl\:” s
|

Sk
l

13 13
13y° 13x°
64 144

N

=1

ecuacion que le corresponde a la hipérbola segun las condiciones dadas.

sustituyendo los valores de a° y b” respectivamente, se llega a la ecuacién canodnica.

exprésando de forma equivalente.

Para encontrar la ecuacién general, se muitiplica por el minimo comun multiplo de todos los
denominadores (que en este caso es 576), ambos lados de la ecuacién. Véase:

13y° 13y

64 144

2 2
576[13—" — ] =1(576)
144 -

64

117y% - 52x° = 576

117)° - 52x* 576 =0

e) Veértices en (0, +2), pasa por el punto (3, 4).

XS . 4 -2

g

-

simplificando,

ecuacién equival'ente encontrada en su forma candnica.

multiplicando ambos lados de la ecuacién por el m. ¢. m. de los denominadores.

comparando con cero y obteniendo la ecuacién general.

Un bosquejo de la grafica se muestra en la figura de la
izquierda. Notese que segun la informacion dada la
hipérbola abre hacia arriba y hacia abajo, ademas el
centro es el punto (0, 0); determinando el punto medio del

segmento que tiene como extremos los vértices. Luego la

2 2
y

ecuacion que le corresponde es —z——x—2=1. cona = 2.
a b

Notese que no se conoce el valor de b y ¢, pero se

conoce un punto que estd en la curva. Retomando Ia

ecuacion que le corresponde a ésta, sustituyendo el valor

de a y el punto que esta en la curva (mismo que satisface

vy la ecuacion de la hipérbola), se tiene:
2. .2
Lz o 1 ecuacion que le corresponde a esta hipérbola,
a b
£ 32
—- = 1 sustituyendo el valor de a y el punto (3,4) en la ecuacion.
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1 9
Ts- o efectuando las potencias.
b
4-1= —92- transponiendo términos y simplificando.
b
9 s
i - simplificando,
b
b’ =3 despejando para 5°.

Conociendo los valores de a y b, se sustituyen éstos en la ecuacién que le corresponde a la hipérbola
segun las condiciones dadas.

=1 ecuacion que le corresponde a la hipérbola segun las condiciones dadas.

=1 sustituyendo los valores de a® y #° respectivamente, se llega a la ecuacién canénica.

Para encontrar la ecuacion general, se multiplica por el minimo comun multiplo de todos los
denominadores (que en este caso es 12), ambos lados de la ecuacion. Véase:

2 2
—';— - 33— =1 ecuacion encontrada en su forma canénica.
z 2
12 yT S 1(12) multiplicando ambos fados de la ecuacion por el m. ¢. m. de los denominadores.
3_}’2 -4x* =12 simplificando.
3 yz -4x*-12-0 comparando con cero y obteniendo la ecuacion general.

f) Tiene como asintotas las rectas ¥ = £ 3x, centro en el origen y pasa por el punto (3, 5).

Trazando las asintotas y el punto por donde pasa la

& =3 : 3
y;‘\-3x y . e hipérbola, se hace un bosquejo de la grafica, como se
\ ¥ muestra en la figura de la izquierda. Nétese que segun la
i ] {PES) informacion dada, la hipérbola abre hacia la derecha y
% 4, hacia |a izquierda (un bosquejo, no le indica la exactitud
\ 7 de la grafica), ademas el centro es el punto (0, 0). Luego
2 2
S la ecuacién que le corresponde es iz—!;ﬂ y una de
X -8 -4 {2 . 2| 4 6 x a b
!
12
e -‘I, las ecuaciones de las asintotas es ym= 2x. Como la curva
/ a
!

pasa por el punto P(3, 5), éste satisface la ecuacion
2 2

anterior, luego 32— - 5—2-—. 1. que simplificando se tiene que
a b '

L
02 bz
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- Retomando una de las asintotas dadas, y = 3x y una de las ecuaciones generaies de las asintotas que

le corresponde a fa hipérbola segun las condiciones dadas; y = £.wr y comparandolas, se tiene que
a

6 b = 3a, efectuando el producto cruzado.

. 5 3 :
En la ecuacién antes encontrada 32 - 32-= 1, se sustituye & por 3a y se obtiene que:
a b
9 25 L : g
o Ry vam 1 ecuacion encontrada anteriormente y sustituyendo & por 3a.
a”  (3a)
% - 2_52 =1 simplificando.
a” 9a
81— :
19 225 =1 efectuando la suma del lado izquierdo.

a
81— 25= 947 multiplicando por 9a* ambos lados de Ia igualdad.

%E - az despejando para az‘

Como b = 3q, se tiene que 6% = 94° Luego 4° =9 (57:)

2 2
X

obtiene la ecuacion en forma candnica que es: — - %= 1 6 su equivalente%‘;- -

56
9

b 3

a

= 56. Conociendo los valores de oy 5% se

2

2
s
56

Para encontrar la ecuacion general, se multiplica por ei minimo comun multiplo de todos los
denominadores (que en este caso es 58), ambos lados de la ecuacién. Véase:

2 2
9x" ) : s
—_——r=1 ecuacion encontrada en su forma canénica.

S6

9x% - _v2 =56 simplificando.

9x - _y2 -56=0 comparando con cero y obteniendo la ecuacién general.

g) Focos en (+3, 0) y la longitud del eje transverso 4 unidades.

P
5 42
41
< R } + A S
S T T 1 3
---1
1-2
"i-/y’

Un bosquejo de ia grafica se muestra en Ia figura de la
izquierda. Notese que segun la informacién dada la
hipérbola abre hacia la derecha y hacia la izquierda,
ademas el centro es el punto (0, 0); determinando el
punto medio del segmento que tiene como extremos los

focos. Luego la ecuacién que le corresponde es

2
X

2
y = . .
a_z-;-z-=1, con a = 2 ya que la longitud del eje

transverso es de 4 unidades. Con los datos dados, se
determina que @ = 2 y ¢ = 3. Con estos valores, se

encuentra el valor para b = yc? - a* = ¥32-22 = J5.
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Para encontrar la ecuacién solicitada, se toman los valores de a y b encontrados anteriormente.
2 2

Sustituyendo éstos en la ecuacion que le corresponde a la curva, se tiene que S-—2L.=1 06
Z ()

2

—:- ~ = =1 dada en su forma canénica.

o=,

Ahora para encontrar la ecuacién general, se multiplica ambos lados de la igualdad por el minimo comun
muitiplo de todos los denominadores (que en este caso es 20), ambos lados de la ecuacién. Véase:

2 2
xT - !5— =1 ecuacion encontrada en su forma canénica.
iR . yz ,
20 T - -? =1%20) multiplicando ambos lados de Ia ecuacion por el m. c. m. de los denominadores.

5x7 -4 yz =20 simplificando.

5x°-4 yz -20=0 comparando con cero y obteniendo la ecuacion general.

h) Focos en (5, 1), (-1, 1); la longitud del eje conjugado o imaginario es de 4 unidades.

Segun la informacién dada, se hace un bosquejo de la
grafica y se observa que la hipérbola abre hacia la
derecha y hacia la izquierda. Determinando el centro
(punto medio del segmento que tiene como extremos los

focos) C(%:!%!J = C(2,1). Otro dato que se da es Ia ,
}/x longitud del eje conjugado que es 4, luego el valor para »

es 2. Como se dan los focos, al tomar uno de ellos
F(5, 1) y comparandolo con uno de los focos en términos

4 generales, segun la forma de la hipérbola, para el caso
: Fi(h + ¢, k), sustituyendo los valores de h, k y
y comparandolas se determina el valor para c.
Véase:
Fy(h + ¢, k) tomando uno de los focos en términos generales que corresponde a la hipérbola, segin su forma.
Fi(2 +¢, 1) sustituyendo los valores de 4 y k.

Fy(2 +¢,1) = Fy(5,1)  comparando los focos.
2+¢c=5 y 1=1 comparando los pares ordenados; (a, b) = (¢, d) siysélosia=c y b=d.
c=5-2 despejando para .

c=3 simplificando.

Conociendo los valores para =2 y para ¢ = 3, se tiene quea= - p% = 43-22 =5,
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- 2 2
La ecuacién en forma candnica que le corresponde a esta hipérbola es (x-zh) -(y _:‘ ) =1,
a b

2 2
Sustituyendo los valores de #, &, a y b en la misma, se tiene (x—22 B ) =1 6 simplificando

& F

=1, ésta es la ecuacion en forma canénica o estandar.,

(x-2)° (-0’
5 4

Ahora para encontrar la ecuacion general, se multiplica ambos lados de la igualdad por el minimo comun
multiplo de todos los denominadores (que en este caso es 20), ambos lados de |a ecuacion. Véase:

(-2 -1 _,
5 4

m{ (x-2)" (-1
4

5

ecuacion encontrada en su forma canodnica.

]: 1(20) multiplicando ambos lados de la ecuacién por ef m. ¢. m. de los denominadores.

4(x-2)"-5(y-1)* =20  simplificando.

4x* -5 yz -16x+10y -9=0 ~ desarrollando los binomios, simplificando y comparando con cero, se obtiene la ecuacion
general.

i) Con eje transverso de longitud 4 unidades y sobre la recta x = 2; y con eje conjugado o imaginario de
longitud 6 unidades y sobre la recta y = 3.

Para hacer un bosquejo de la grafica, primero se trazan
las rectas x =2 e y = 3. El punto donde se interceptan
ambas rectas, es el centro de la hipérbola, que en este
caso es el punto (2,3). A partir del centro, se toman 2
unidades hacia arriba y dos unidades hacia abajo (ya que
el eje transverso mide 4 unidades). De igual manera, a
partir del centro se toman 3 unidades hacia la derechay 3
unidades a la izquierda (ya que el eje imaginario o
conjugado mide 6 unidades). Como los vértices estan
sobre el eje transverso, 1a hipérbola abre hacia arriba y
hacia abajo. Se puede determinar que el valordea =2 y
el valor para b = 3. Ahora que ya se conoce el centro
4 C(2, 3), el valor para a y el valor para b y se ha
T identificando la ecuacion que le corresponde a la

J hipérbola por la forma que tiene, se sustituyen estos en la

misma. Véase: ~ -

ecuacion que le corresponde a esta hipérbola.

sustituyendo los valores de &, &, a y b en la ecuacién.

efectuando las potencias y se obtiene la ecuacién en forma canénica.
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Para encontrar la ecuacién general, se multiplica por el minimo comun multiplo de todos los
denominadores (que en este caso s 36), ambos lados de la ecuacién. Obsérvese:

e 2 . 2
-3 (x-2) ‘ .
2 - 9 =1 ecuacién encontrada en su forma candnica.

2 2 b
-3 -2 - ;
36[ (y = ) " (x - ) }: 1(36) multiplicando ambos lados de Ia ecuacion por el m. c. m. de los denominadores.
9(y ~3)2 - 4(.:—2)2 =36 simplificando,
S yz ~4x*_54 y+16x+29=0 desarrollando los binomios, simplificando y comparando con cero.

i) Tiene C(3, ~2), un vértice (7,-2) y un foco en (8, =2).

4 Segun la informacion dada, se hace un bosquejo de Ia
’ grafica, observando que la hipérbola abre "hacia la
derecha y hacia la 1zquierda por tal razoén la ecuacion que

2 2
le corresponde es (x —2") b 1") =1. Se da el centro
a b

3 C(3, -2), un foco F(8, —2) y un vértice V(7, ~2). De esta
Fi(8,-2) informacién se determina que @ = 4 (distancia del centro
- al vértice), ¢ = 5 (distancia del centro al foco) y

b= Ji-a? = J5?_47 = J25-16 =3,

8 X

2 2
Sustituyendo los valores de h, k. a y b en la misma, se tiene (x-23) _r-¢2)

4 3?
(x-3)° _(+2) |
16 9 ’

=1 & simplificando

Ahora para encontrar la ecuacién general, se multiplica ambos lados de Ia igualdad por el minimo comun
maltiplo de todos los denominadores (que en este Caso es 144), ambos lados de Ia ecuacion. Véase:

(=3) (+2)
16 9

1 ecuacion encontrada en su forma candnica,

=3y 2))?
1“(!516 ) - mg )) ]:—- 1(144) multiplicando ambos lados de Ia ecuacion por el m. c. m. de los denominadores.

9(x-3)" - 16(y+2)" = 144 simplificando.

9x* - 16 y2 -54x-64y-127=0 ' desarrollando los binomios, simplificando y comparando con cero, se obtiene |a
ecuacion general.
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k) Vértices (-7, 2), (1, 2) y una de sus asintotas con ecuaciony -2 = %(x #3)

Notese que segtin la informacién dada la hipérbola abre
hacia la derecha y hacia la izquierda por tal razén la

2 2
ecuacion que le corresponde es & "2") b ;zk) =1,
a
Se dan los vértices Va(=7, 2), Va(1, 2), por lo que el centro
es C(=3, 2); calculando el punto medio del segmento que
contiene los vértices como extremos. Calculando |a
distancia del centro a uno de los vertices, se encuentra el
valor para a el cual es 4. Ademas se indica que una de

las asintotas para esta hipérbolaes y -2 = %(x +3)y

¥y retomando una de las ecuaciones en términos general,
segun la forma de |a hipérbola; y - k = ﬁ(x-—h),
a

comparando % - 3, Sustituyendo el valor de a en ésta,
a

se deduce que b = 3.

Sustituyendo los valores de h, k. a y b en la ecuacion que le corresponde, se tiene

2 2 2 2
fe9), (2 =1 ¢ simplificando (x+3) (r-2) =1.
42 3? 16 9

Encontrando la ecuacién general;

(43 (-2

ecuacion encontrada en su forma candnica.

16 9
(43) (p-2)
1 T 3 =1(144) multiplicando ambos lados de la ecuacion por elm. c. m. de los denominadores.
9(x+3)* - 16(y - 2)* =144 simplificando.
9x’ - 16 y’ +54x +64y -127=0 desarrollando los binomios, simplificando Y comparando con cero, se obtiene la

ecuacion general. [ ]
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LAS CONICAS

Ejercicios 6.4

1. Para cada ecuacion, determinar si existe: el centro, vértices, focos, extremos del eje conjugado o imaginario,
ecuaciones de las asintotas y trazar su gréfica.

2 2

2

a) = -2 _4 b) =--L 4
16 4 1 4

e) 9’ - 16y° = —144 f) 9x® — 25y% = 1

o (rr2f (x+3)
T s !
1) 16(x—2)° — 4+ 1)? = 1

n) 9x* -y -54x+4y +73=0
P) X~ 4y + 2x + 16y —14 =0
1) 26x* — 45 +50x—24p —12=0

c)é_’;ﬂ d) 9x - 252 = 225
& -9 e e
9 4 25 4

. (.\*—32 2 (x+1)° (r+2)°
j)—4l—(y42) =-1 k) 9 - 5 =1

m) 4x’~3* + 16x -4y +4=0
0) 9" —4y* + 36x + 8y =4
Q) ~y*+4x+8y —21=0
s)x* -9y ~4x—54y —68 = 0

2, Determinar la ecuacion (forma candnica o estandar y general) de la hipérbola, que satisfaga las condiciones
indicadas.

a) Vertices en (+ 3, 0) y focos en (x4, 0).

b) Vértices en (0, +2), focos en (0, £ 3).

¢) Vértices en (2, 0) Yy ecuaciones de las asintotas y=+4x

d) Focos en (0, 3), y ecuaciones de las asintotas y= i%x.

e) Vertices en (0, +2), pasa por el punto (4, 5).

f) Tiene como asintotas las rectas » =13x y la hipérbola pasa por el punto (3, 5).
g) Focosen (14, 0) y la longitud del eje transverso 6.

h) Focos en (4, 1), (0, 1); 1a longitud del eje imaginario o conjugado es 2,

i) Con eje transverso de longitud 6 y sobre la recta x = 2: y con eje conjugado o imaginario de longitud 8 y sobre ia
rectay =4.

i) Tiene C(2, -1), un vértice (2, 3) y un foco en (2, ~6).

k) Vértices (-2, ~1), (-2, 3) y una de sus asintotas con ecuacién  + 2 = § (x=-1).

3. Para cada grafica, determinar la ecuacion (forma candnica o estandar y general) que le corresponde.
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Ejercicios de repaso del capitulo Vi

1. Pard Lada eeuadion, encontrar 10s elementos de fa misia si existen y trazar su grafica.

a) ¥ +by=-3p+7 =0 b) 4x% + 4y + 8x - 16y = 16 c)9x®+4y* ~18x+24y +9=0
d) 9x’ —4)° —18x =24y =63 ) -2 — 2%+ 12x + 4y = 12 fiy’ +2x+6y +7=0
glof+y? 28 29+36-0  h)4x’— 9% +24x + 36y -9 ¥ +pi-2x+6y+15=0
N Bx+8y+17-0 K) 72+ 4% + 14x—40p +135=0  1)4x® = 3p* +8x—12p. 4=

2, Determinar la ecuacion (forma canonica o estandar y general) de la conica, que satisfaga las condiciones
indicadas.

a) Circunferencia con centro en (2, -3) y que pasa por el punto (-1, 2).

b) Elipse con vértices V4 (-2, 4), V2 (4, 4) y un foco en el punto (3, 4).

¢) Parabola con vertices en (2, 3), pasa por el punto (1,5) y con eje horizontal.

d) Cénica con vertices V4 (1, -2), V2 (5, -2), longitud del eje conjugado o imaginario 6 unidades.
e) Vertices en (0, £2), pasa por el punto (4, 5).

f) Circunferencia con centro en C(-2, 3) y que sea tangente a la recta con ecuacién 2y + 3x = 4.
g) Focos en (+2, 0) y la longitud del eje transverso 6.

i) Tocos en (4, 1), (0, 1); la longitud del eje imaginario o conjugado es 8.

i) Con eje transverso de longitud 6 y sobre la recta x = 2; y con eje conjugado o imaginario de longitud 8 y ia
rectay =4.

j) Tiene C(2, ~1), un vértice (2, 3) yunfocoen (2, 4).

k) Vértices (-2, ~1), (~2, 3), una de sus asintotas con ecuacién y +2 = %(x - 1) y con centro en (-1, 2).
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RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO I

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO II

Ejercicios 2.1
1. a)

I3,
x Iy x

I cuadrante

)

&
sobre el eje x positivo

it Suadrante

2. a) 480°; 840°; 1220°: ~240°; -600°; —-960°;

€) 300°; 660°; 1020°: ~420°, ~780°; ~1140°:
e) 380°; 740°; 1100°; —340°: ~700° -1060°;

2z 8 14z

— — S — oy —

33 § 2

3

Il cuadrante

)

131_ 2%
B
16x 22
gy

—14x

Y
sobre el eje x positivo

f2+2r; 2+4n; 2 +6n 2-2m 2—-4n; 2 -6n

= n 2n 3x = 14x
s ®-3 3 iy 3 -3
5x 3n x . 5x x
Ll h) =X X pd —
g) 2 ) > ) 2 )] > k) 18 l) 3n
4. a)135° b) 1230° c) -240° d) 1800° e)-1350° f) 2520°
g) 36° h)-1020° i) 855° j)-1260° k) 4590° 1) (‘—‘7"’)
Ejercicios 2.2
ot T _ 4 o g _ 4 - _5
1. a)sene-g. cos @ L tan @ ] coto 3 sec o i csc o 3
s o X 3 212, =8, 3
b)sene-13, cos @ T tan© T cot 0 5 sec o g cscO= s
c)sener:ﬁ; cose=3, tane=£ ooto=-2£, sece=3; csce=§
3 3 2 5 2
d)sen6=£; cose=§; tan 8 = 1: cotg=1: secO= 2 ; csc o= 2
= I
P‘Q"'!ezz"—f- COSG=-IVS—5; tan9=2 CO(O-”;; secH= .5 - sl
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f)sene=§; cose=%: tane=§; cote—i;/—:—‘rl; sece=§- cs<:0=————96':_:5
; (z 2 2.9
g)senf=—2 COS 9 = X tane=2%; cote=3; seco=XEtF . cscg=X*Y
x’+y’ x'+y' x x ¥
2 ’vz_ 2 r
h)sen@ = — ; cos@=Z: tang=X"Y . cotg=_2 . seco=2%; csc @ = E
z z ¥ lz’—y' ¥ I
2. a)a=5b=5/3 b)y=§5’/§; x=‘—3’/§ c)z=8,y=443 d)x=4y2;y=442 e)x=6/5;y=45
6 6413 V13 7413 7
3. a)senB=—; tan® = —; te= —; = — B
) 7 9 13 = 6 g 13 e 6
b)sene=£i: tane=E; cote=§§: se«:e=g csc0=—“s‘r’
8 3 55 55
c)sene=-31@: oose=1£°°; coto =1 sec 8 =410 ; csc0=—'/;——§-
d)sene==1 i1:m; cose=-—3'13°' tane=ﬂ; sece=——-“13°; co= 4158
130 130 3 3 11
seno=YE.  oegxl n6=415; cote=N%. cscp= 45
4 4 15 15
f)ysen6==; oose=3—‘§; tane=§; cote=1{5-; sce-7—‘/-§-
7 15 2 15
Ejercicios 2.3
1. a)sene=———3m; 9=2—’h—_3-; tane=§; cotd == sece=£i; mcetﬂ
13 13 2 2 3
b)sen6=-‘-:-?—: cose=——31"°i°; tane--g; cot 8 = -3, sece=—?; csc @ =410
c)sene=—ﬂ —%’l—;_—:’-. tan9=-%; cot 8 = -4; sec9=’,—1_?-; cscO=~A7
3413 2413 3 2 V13 V13
NGO = = — T —— ne=—=; (0:_' 9=——; 0= = —
d) sen® T cos 6 15 tan © 2 co 3 sec > csc 3
e)sen6=—’/—§; cose—-;-; tane=43; cot6=-?; seco =2 csc9=¥
f)sene=-%; coso=§; tan9=-i35-; cotd=—43: sece=¥; csc O ==2
g)sen8=0; cos 8 =2; tan 8 = 0; cot 6 (no existe); sece=%; csc 8 (no existe)
h)sen@=3; cos 0 =2, tan 8 (no existe); cot © = 0; sec 0 (no existe); csce=§
i)sen @ =3; cos 8 = -2; tan®=0;  cot 6 (no existe); sec6=—-%: csc 8 (no existe)
j)sene=—ﬂ; cos =—§—-@; tan®= 1.  cote=3: sec9=-ﬂ; csc @ =-410
10 10 3 3
k) sen 6 =-4; cos8=0; tan 8 (no existe); cot 8 = 0; sec 8 (no existe); cscee-::-
I)sen0=—%: cose=——’?; tane=g; coto= 43; sece=—$; cscO=-2
2. a)sene=§; cose=3§,-§-; tan @ =2 cot 0 =2; sece=§; cscO=45
b)sen9=%9-;cose= %. tan © = -3; cote=-—~; secO=-10: csce=ﬂ
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_ 33 _ &
c)sen@ = 3 cos 9 TR tan 6 2 cot 8
_ 23 343 8
d) sen 6 = 3 cos@ —3 - tane + cot &
e)sene=g: cose=g; tang=1; cot 8
f)sene=3—@; e=_JT1—°2; tang =-3; cot @
g)sene=-%; oose=-—2’/-5-; tan6=1; cot o
3. a)cose=-isg—; tane=-%g-; oot6=-§;
b)sene=-—-“34; oose=—-5—‘/§—:; tane=—3'
34 34
c)sene=-@; cose=%; tan6 =15 :
=3 i et
d)sene S tan © i cote 3
e)sen6=@: cose=——2-7£; cote=—¥;
f)sene=§; cose=--?; tane=-£:
4. a)ll b) Il c) v d) i
5. a)60° b) 80° c) 10° d) 75°
x n = "
o h) = Koo ok
9)3 )3 1)4 D6
n 5n n
m)z ")6 0)‘5' p)m—-2
1 23 V2
6. a) 5 b)-—s—- c)-T d) -3
g)-2 h) -1 i) ~2 i3
m)-? n) -1 0)0 p) 0
3 . .
s) T t) no existe u) no existe v)0

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO Il

1. a) b) c)
I L |1 Zryoe
x x' x X s X
-180°
2
Y i
IV cuadrante sobre el eje x negativo I cuadrante

2 3 _ Y13
3 sec 0 T. csc o 3
3 V13 _ 13
3. seco= -3—. csc o 2
) secO= J2: cscO= 2
L sec0=-410; csce=@
g seco=~42: cscO=-2
_ 35 _3
seco = csc © 3
sece=—’/£; wce=-§
5 3
co(O:j.; cch:.‘-.F..s.
2 16
5 o B
sece---‘-, csc @ S
sece:-z_ﬁ' cscezﬁ
7 3 3
cote=~2; seceﬂ-—z’/E
e)l f) v
e) 35° f) 60°
= 13
k= h3
gq)n-3 )7-2n
243 3
N 3
1 1
k) — N
)2 ) 2
q) no existe o
1 1
W)E X)—;

Nl cuadrante
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f) h)

1
ax
7
o X
e

Il cuadrante

e) :
Iy I 14
X X X X
320 -540
yt - .

1V cuadrante

IV cuadrante Y : '
sobre el eje X positivo sobre el gje y negativo sobre el eje x positivo
2. a) c)
: 143
B -28 h
x T X x X
(3 ' (3
380°, 740°,1100%-340%, -700°, -1060° 138 Bx 3. m  9x _A7x  goe 4400 800°; -640°, ~1000°, 1360°
@ N A R
d) e) f)
[} 520°
I Iy 3 ! l2
X 1 x X' X x' i7x
¥ Y {4
x, 3=, 5 ; -3x, -x, ~Tx 160°, 880°,1240°; -200°, -560°, -920° 3+2%,344n,3+6m 3 ~2x, 3-4r, 3-6x
. 25x% 13n n 25n 14xn
. a) — - c) — -= -—
3. a) ~ b) . ) = d) - e) 4n f) 3
5% 4z . Tn . 25x 5x x?
L) h) — o —_— K) -— ) —
9 -3 )3 -3 A =3 ) 350
4. a)225° b) 330° c)—-420° d) 3600° e)-1530° f) 2160°
g)108°  h)-1140° i) 945° j) -1980° k) 3690° 0) (1:—°)
4465 7465 4 7 V65 V68
5. T e—* =—=: {a = 0=—" S —_ COE—
a)sené@ . cos 6 T no - cot m sec o - cs z
b)sen0=—@: cose=-1—1: tane=ﬁ; cot0=-11—’ﬁs;sece=2; <>|:c9=&‘/23
12 12 1" 23 11 23
_ 3429 _2\45 _ 35 _ 245 _ 2145 _ 145
c)senO-T. COSQ-—;g—,tane —0. COte~‘—3—. sece-T. csco T
d)sene=§; cose=izi-; tan @ =1; cot8=1; secO=2; cscO=42
e)sen9=_'13; cosQ:!_..._m;tane::g; coth = Z; seco= __..“13; CSCG=—-—“13
13 113 7 B 7 8
f)sene=-2-ﬂ; cose=§; tane=ﬁ; cot0=§-—-1‘/_i: sece=3: csce=3£
9 9 5 28 5 28
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2 2 2 2 2 2 2
g)sene='"4'z" b 1 00s8="Y2 2 - tane=": corg=": secp =T AN . esco=Yrtnl
m +n m +n n m n m
g = S 2_ .2
h)sen9=J"2 Y . cosg= 2. tane=—-—-"xz": cote=1g: sec0=>; csco= x": z
X x ¥ x—y y X -y
6.a)a=4 b=4fi p)x=120,, %7’: ¢)y=6/3; 2=12 d)x=3/2; y=3%2 e,x=28f;y=35f
7. a)sene=—2—;r-5-: cose=-‘£—§; tan @ = -2; cole——-1-; sec6=5; csce—-g
b)sene=§; cos6=—-?: tan @ = —1: cote =—1; secO=-2; cscO= 42
2413 3413 2 3 V13 3
C)sen@=~——. cos@="""": tan@=-2- 0===; a2 0=-2"
) my = 13 ta 3 cot 5 sec - csc >
5429 2429 5 2 V29 ¥29
d)senf =222 = 2328, ne=—: == Se— 0=—-==
)sen® 2 cos > ;tane > cote 5 sec o > csc :
a)sene=i3_6-; cose=-?; tane=-2: cot0=-§; secf=-43: csc0=—';§
f)senO-—---'?; cose=@; tan0=—i5-§-; cot@=~5: sece=@; cscCO=—-46
8. a)sene--——z:;o; cose--—:'[?-: tan 6 = 3, cot9=-;;; 'sece=—J1_o; csc(ﬁ-@-
b)sene=—%g-; cose=§: tan @ = -2 cote=—;—; secO= J5; csce=-§
4 3 4 3 5 5
c)s = —— 0==: ta S - = —— 6= =
)seno = cos = ne 3 cot © = sec® csc ry
2429 5429 2 5 J29 V29
d)seng= ==_. 0= ——; tang==; te==; = 6= —
) o cos 25 an 3 cot® 3 seco = csc 3
o)sene-—z—'/-— cosex-g; tan@ = 2; cote=%: sec@=~45; csce=—l/2§
f)sene~-§-’/1_- cos =-‘:—i—6°-; tan 6 = -3; cote=-%; sec0= 10 : csc6=-@
g)sene=g; cose=g; tano =1: cot® =1; sec@=y2: cscB=42
9. a)sene=-[2-1-: tane=-ﬁ; oote--z—m; sec9=§; csce=-—-5m
5 2 21 2
4 3 3 5 5
b)seng= = 0=—=, cote=-=; S =— 6=~
) <] - cos 5 ot o p ec @ % csc n
c)sen6=%5-; cose=%; tan@ = 2.2 : cote=i45-; cscO= M2
d)cose=3' tane=--4-; cote--g: sece=§; csc6==--i
5 3 4 3 4
e)sene---izi-; cos 9 =2; tane=-43: sec9=1. csce=—2—;/§
f)sen6=l/s-§-: cose=-2~:[i; tane=-%; cotg =-2: sec9=—§
10. a) Il b) Hl c) Il d) v e) ! f) Iv
11. a)60° b) 40° c) 85° d) 55° e) 75° f) 20°
2n = n I x n
— h) = i) — - k) — ) -
03 £ ) 5 3 y3 ) 4

o 3x 3: L1 R - o



RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO Il!

301

12. a)—{} b) - c)—% d)-? e) V2 f 3
g) -1 h) -1 i)-2 -3 k-3 h-3
m) ncexiste  N)no existe 0) no existe pH1 ) no existe r) no existe

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO Il

Ejercicios 3.1
1) sen® 2) cos 0 3) 1- sen’® a) J1-cosze
1-sen’0 m 1-sen’0 1-cos’8
1. cos?® 1-sen?d 1 1
5) ——— 6) —— 7 8
) cos?0 ) sen’0 ) 1- sen’0 )1—cosze
3 ) s, =2
9)tane——: cot @ 3 seco . csc o
10)tan9--i; oote=-—’£-5:; sece=-¥; csce=-;-
1) sen0=—>; cose=—£; tane=£-’/-1—_1—; cscO=—=
6 6 1
12)oos9=-1: tanew—2 cote=—5; sec9=—i; cssce=g
5 4 3 4 3
13)sen6=-3[5—§: se=3‘5/—5:; tane=—%; sece=-'/2—g; cscO=~45
14)sene=%; COS0=—=—; tane=-1'7/—i; cote=-?: sec9=-L’7ﬁ-
15) 1 16) 1 17) csch 18) cscx 19) senx
20) cot B - 21) tan’ x 22) sec’x(csc’x-2) 23)2 24) 1 + sen B cos B
25) cotatan a = S M = 26) sen B cot B = senf —— = cos P
sena sen’p +cos’p 1
2 n + = + = = =
7) tanfsenP +cosP= - senp +cospP e oo Tsecﬁ
, cos?x coszx—mzx
2y = ¥ 2 2 2 2
= Sen.x = sen x =cos‘x~sen“x=1-sen" x
1+cotfx 1 cos x  sen’x +cos’x
1 sen’x
29) cosx _  cosx &
senx cotx ”“"{"éﬁ
) cosd _ 1+send _ cos?5 + (1+ sen 8)° L cos®5 + 1+2send + send® _  2(1+send) = 9sec

1+sen §

cos &

cos 5(1+ sen )

i =wL.N)

cos 5(1+ sen §) " cos 8(1+ sens)

=tana
cota cota cota
o senp _1+senp 1-senp _ 1-sen’p  _ coe* ¥ _ _cosp
N2) e b * cosp cosp " 1-senp cosﬂ(‘l -senf) cosf{1-senp) 1-senp
)son‘¢-cos’0= ser’y”  ces’§  _ send cosd i
sen cosé senfcosé¢ sendcosy cosyp send

34)

sen®\ 1 - cos?A

= (1mcos )i ) =1-CoS A

s ansa - piEOre TS

T P TR A A 2 Y
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senx cosx  sen’ x+cos? x
3sylanx+cotx _cosx senx _  cosrtsenx - 1 " 1 = 1
Wnx-cotx Senx €O gan'y-con’x Sentr—Cosls sen’x—(1-sen’x) 2sen? x- 1
CoOsxy seny €OS x sen x
1 1
36) 3% __ _cosh  ___ cosk e SO COBK =sen A
tani+cotA  SeNA  COSA  sen? 3 cos? 3 m(sen A+cos? 2.)
cos A seni sen A cos A
37) 1-cos® seno® _ (1-cos0)(1+cosd) - sen?s _ 1-cos?0 - sen?e _ sen’0 - seno =
sen® 14 cos@ sen 0(1+ cos9) sen 6(1+ cosd) sen 0(1+ cos6)
1 » 14 cos o
38) sec 0 + 1 - cos@ = __C0s0 _ 1+cosb
sech -1 [ 1-cos@ 1-cos@
cosf cos 6
1 tan®y - 1

1- 2
sg) oty Gy Tandy | fety=) cof y
tan'y -1 tan®y -1  tanly 1 :anzg(_xaalvf{) tan’y

40) SOSB _ _ _cosy 1-senp _  cosp(1- senp) - Cosp(1 - senp) =S08B(1-senp) _ 1-seny
T+senu 1+senp 1-senp (1 senf)(1- senp) 1-sen?p coe?f cosp
41) S5Cu+l_cscpid cscpu-1 _ (oscp+t)(cse p- -1 _  csc? p-1 - cot __coty
cotp coty cscp-1 cot u(csc pu-1) cotp,(cscp—'l) sotm(csc p-1) cscp-1

42) (tan 29 — sec 29)* = tan? 29 ~ 2tan 2p sec2p + sec’2p = sen’” 2¢ + 2”': 9. 4 : =
cos? 29 cos” 2¢ cos”® 2¢

sen’ 29-2sen 2p + 1 (sen 29 - 1) ,(L-ocrrf)" _1-sen2p

cos? 2¢ 1-sen? 2¢ (_,,jsn—Zv)(1+sen2o) 1+sen 2¢
43) 1+(senx-cos x)? - 1+sen®x-2senxcosx +cos? x = 2 -2senxcosx _ of 1 _ _ senxtosx)_
senx senx senx sen x Senx
2(csc x — cos x)
a4) cos’p = _1-sen’d _ (1-sen p)(1ssenpy — 1-senp
senzﬂ+2senﬂ+1 (senb+1)2 WT" 1+sen B
45) 1tcosB | senp _ (1+cosp)’+sen® _ 14 2cosp+ cos 2+ sen? B . _ 2(lseos = 2csc B
sen B 1«cos B sen B(1+ cos p) sen B(1+ cos p) sen f(1s-eos )
46) (sen2p - cos2p)? - senZZB—ZsenZBcosza+coszza = 1-2sen2pcos2p _ 1 _ 2sen2Pcos2 _
cos 28 cos 28 cos 28 cos 2 Cos2fy
sec 28 —2sen 2B
a7)licsch _ 1+csch 1-csc . 1-cseB  _  _cotp - SOt cotp
cot B cot B 1. cscp cotB(1—cscB) cotp(1- cscp) —cotf(1-cscf) csc -1
1 -1 1-tan36
48) cot36-1 _ tan3e = _ tan30 _ tam36(1- tan3p) - 1-tan30
T+cot3e , 1 tan30 +1  tan3e(tan3o + 1) tan36 + 1
tan30 tan36
49) sen‘l+oos’l=(1—cos’1)z+cos’k= 1~2c0s% + cos*A + cos?h = cos* + 1 — cos?, = cos*s + sen’a
cos 28 sen2p cos? 28 - sen? 28
50) cot28-tan23 _ sen2B cos 28 - __ sen 2ficos 2p @ cos?2p - sen?2p
sen 2B +cos 28 sen 2B +cos 28 sen 2f +cos 2 sen2fcos2f(sen2p +coszp)
{cos2g+semr2p)(cos 26 - senza) cos2f-sen2p _  coe2p sem2p

sen2Bcos2h(sen28icos2py- sen2fcos2p  sen2Bcos2B  sendBcoszp  CoC 2p -sec2p



RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO il . 303

51) (sen’ A +cos®A)* =(1)* =1

i sen’p - cos’p - (ggn&——cufp’j(sen'ﬁ + senfcosf + coszﬁ) =1+senpcos P
sen B - cos f§ (senp—cosp)

83) (sec +tan2)! (sec A ~tan A)* = [(sec & + tan A)(sech~tan A)]* = (sec? A —tan®)* = (1)*= 1

54) x’cot’a - y’csc?a + y*cotu — xloscla = x*cot’a + y’cot’a - (yPescia + x’esc’a) =

cot’a(x®+ %) ~csc’ (52 + x%) = (x2+ ¥)(cot’a ~cscla) = — (¥ +)2)( csci — cot’a) = —(37 + x%)
55) (1 +sen A)%(1 - sen 4)? = [(1 - sen? AP = (cos?a)? =cosa
56) cos’0 -3 cos6 + 2 . (cosé - 2)(cose - 1) - _—(coso - 2)(coso —4y _ 2-cos6

sen?9 (1+ cos6)(1-cose) (1+ cos)(coso—ty cos@ + 1
57) 1+cosb _ 1+ cos 1-cos6 _  1-cos?p - Sen’t - __seng
sen@ sen® 1-cos® send(1- cose) sent(1- cos) 1-cos@
sen0 & send - send - _ Sseng = -1sece
1-(sen0-cos8)®  1-sen®0+2senfcos6-cos?e cos’9+2senBcos0-cos?p)  2senetosd 2
59) 1 - = 1 == = sen’d
1+ cot“ 0 csc’o
- €0s0 sen® _ cos?0-sen?s °°°29‘(1 ‘°°°29) _ 2cos?9 -1
60)cot® ~tan® = - - = =
send cos® senbBcos 0 senGcos 6 senfcos 9
1 1 cosO - senf
61)cscO-sech = - =
) sen® cosb senbcosp
we?ti sena sena
2 + cosa +
cosa 1 _ cos“a+sena - Losa” cosa _ Cosa _ cos a +tana
62)cota~seca = + = = = =
sena cosa senacosn sen acostw sena sena
cost

cosé e cos0 + send
63) cotd + 1 seno v seno .. Semd(cos6 + sens)
csch 1 1 senf”
send send
) cos’s  _ 1-sen’s - (1-sens)(1+sen) e
1+sens 1+send (1+-sensdy

2 2
65) +°os°=scme+cose e ) = sec
cosf cosf cosé

66) sen’h  _ 1-cos?A =ﬁ_;.coﬁ‘)(1+cosl)= 1+ cos A
(1-cosa)®  (1- cosa)? (1~eosx)’ 1- cos
i cosé + 1
67) —1*tsech  _ cos¢  _ cos¢ soeglcos¢+1y 1

send + tand sen + seng sengcos¢ + sen¢ i coevsend(cosé+1y = sen¢ oy
cos¢ cos¢

=cosf +senb

68) sen‘a — cos*a = (sena + cos?)(sena - cos’a) = (1)(sen’a — cos?a) = (1 - cos?a - cos’a) = 1 - 2cos’a

69) csc‘: i (csczy -1 2(t:sc’y + 1) ) caf’T(cszczy + 1)
cot®y cot®y cot=y

70 tan’x -1 _ tan’x -1 _ tan?x -1 - “"24‘”&"“")_ 2
) y— S = 2 =tan“x
1-cot‘k MW tan“x -1 _(!;n_«—a‘r)'
tanzx 'anzn
senf senf
7) tanp = cosp s cosf & LosP senfy’ o 1
senf — 2tanp sonp - 2senp  cosfsenp- 2senp cosfisenf{cosp - 2) cosp- 2
cosp cosp

=1+cot’y+1=2+co’y




304 RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO i

senfl senp
72) tanp = cosp & cosf - Losf senfl = 1
senB + 2tanp senp + 23808 cosPsenf + 2senp cosfisenplcosp + 2) cosp + 2
cosp cosf

senp  cosp Senusenp + cos pcos i

73) tanp +cotp _ cosp  senp - senpcosp i w;anp(senusenp+cospcoau) "
tanyu cotp senucosp senucosp _SenpCoSESenucos p

cosu senp cos psenp

senusenp + cospcosy - Senfsenp . SospTosu _ senp . cos u = tan p + cot

senucos p SeRptos p senucosyp” cosp senp

1 1 4 1- tanxtany
74) cotxcoty -1 _ tanx tany tanxtany _ tanxtany(1- tanxtany) _ 1-tanxtan y

=

cotx + cot y 1 3 tany +tanx :anxtany(tany+hnx) tan x+ tan y
tanx tany tanxtany
Ejercicios 3.2
1 cos{u—4¢) ~ Cospucosd + senusend - Lesncosd i Senuseny _ cos¢ senp = tan p + cot &
cosu sen¢ cosyu seng £osusend cosusend sen¢ cosu
2) sen (g —-¢) —~ SN ucos ¢ -cos pusen ¢ 2 Wcoso_ Cos usend _ cos$ cosp = cot § — cot
senp sen ¢ senpusen¢ sgRyrsenéd  senp semd sen¢ senp
g 3 4 ) cotacot p -1
- 1 = 1-tanatanB _  cotal\cotp - _ cotacotp
3) cot (a+p) = tan o + tan p tana + tan B 1 1 cot B + cota

1-tanatanp cota * cot B cotacotp

cotecot-pfcot acot § - 1) — Cota cotp -1
cotacotf(cot  + cota) cota + cotf

134 1 1 cot 2acot 38 + 1
; = 1 = 1+ 1tan2a tan 3p - cot2acot3f _  cot2acot 3
4) cot 2a 3p) tan 2a - tan 38 tan 2a - tan 3p 1 1 cot 3f - cot2a
1+ tan 2atan 3p cot2a cot3p cot2acot3p

Got-2a cot-3B(cot 2acot 38 + 1) = Cot2a cot 38 + 1
cotla cot3fi(cot 3p - cot2a) cot 3p ~ cot 2a

senacosp v cosasenf~ cosf L tosa
5 sen{a+p) = Senacosf + cosasenf _ sgrasenf  senasenf” - senB sena — Cota+cotp
sen(a-f) senacosp - cosasenp  senecosf _Losasenf- cosBp cosa  cotP - cota
sgnasenf senasgnp- senf sena

senacesﬁ+ cosusenf sena i senp
sen{a +B) ~ Senacosf + cosasenp _ cosacesf costcosfp _ cosa cosp _ tana+tanp
sen{a-B) senacosp — cosasenf senacosfi’ cosasenf sena  senf tana - tan
cosacesP cgosacosf cosa cosfi

7) cos(u+¢) = Cospcos¢ - senusend - c:oauu;oﬂr~ semrsend - Cospy sen¢

= cotp—tan ¢
senucos¢ senucos¢ senucesy senucosé senuy  coséd
8 sen (u —¢) = Senucosé - cospsend = senpcosf_ cosmrsend = senp seny =tan p ~tan ¢
COS | cos ¢ COSpucos¢ cospcosy cosircosd cosy cosé
n
tan2a + tan—
9) tan(Za+-’-‘-)= 4 _ tan2a+1 _ tan2q +1

1- tanzuun% 1-tan2a (1) 1-tan 2«

10) cos (a - B) cos (a + B) =(cosuoosﬁ+senasenB)(cosacosB—senasen B) =
cos’a cos’ — sen’a sen?p = cos?a (1 - senp) - (1~ cos’a) sen’p =

oos’u—gnsfesen’p—senzﬁ*rqosfe-seﬂ‘[;:cos a-sen’R
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sen(a+B) - sen(a~-p) _ — SeRacosf+ cosasenp - senaecosP + cosasenp _ _ 2cesusenp _ _senf _

cos(a+B) + cos(a—p) cosacosp - senasenfl + cosucosp + senasen 2cosacosP cosP Sl

2 cos{a+f) - cos{a-B) _ = cosaecosfi— senasenf - cosacesp~ senasenB leenusenB _senp _ —tan B
sen(a+p) + sen{a-B) senacosp + cosesenf+ senacosf - cose-aenp' 2senacosf cosf

13) cos(a+f) + cos(a~p) _ _ Cosacosp -senasent + COSaucosf + sSonesenfy _ kosn'cos[s - cosp = cot

sen(a+p) - sen{a-p) seracosfi + cosasenf — senaeesfi+ cosasenp ZcoeusenB senf
1

0 1 - 1 = sen2asen2p .
o e ) e ) CoS2aC0S2B - SenZasen2p  COSZ2acoS2P  sendesenzd

sen2asen2f seonZesen?f

1 1
senZa(senZB) _ _ ©sc2acsc 2P
€os2a cos2f 4 cot2a cot2p -1
sen2a sen2f
15) cos (a + B) + cos (a — B) = cos a cos B — sen-e-senf +cos:xcosB+sna-a—sen—ﬁ==2cosacosB
16 sen (n +49) — Sen jcos ¢ +cos usen ¢ _ anw cos i sen ¢

=1+ cotutané
senp cos senu cos ¢ sou-#ees-v Seny cos ¢
17) sen(p +¢) =sonucos¢+cosusen¢=senucos¢*cospsen¢ - son"+sm¢=tanu+tan¢
COS |1 COS ¢ COS ucos ¢ COS ucos ¢ Ccos pcos ¢ cosu cos¢

18) cos (u —4) _ cosucos¢ + senusend _ cospcesy senmsen =Cosu  sen¢ = cot u + tan ¢
seny cos ¢ senpu cos¢ Seny cos?p  senficos¢ senu cos¢

tmsmwqur~ senfiseng . send seng
19) cos(0+9) _ - CosbBcosg - senfiseny _ - Ctosdsesqy- cosOcoso 2z cosB cosgp _ 1 -tanGtang

cos(6-¢) cosfcoso + senfsenp <=t->s(iees1r_F senbseng i send seng 1 4 tan® tang

cosficese- cosbOcose cosf cosg
1 1 [ 1 ]
20) sec (w-p) = 1 = 1 - cosucosf - cosalcosB) _

cos(a-B) cosuacosf + senasenf Gesacosﬂ‘ senc.senf i sena senp
coeccvsfr cosacosf cosa CosP

secasech
1+ tanBtana

21) cos(u+¢) - Cosucos¢ - senusend = cospcos¢ _senusen¢ o senp seng

=1-tanptané
COSuCOS ¢ cosucos¢ COSuCOSd CcOoSucosé cosy cos¢
1 1 ( 1 ]
22) csc (a-P) = 1 - 1 sen a.cos f -senalcosp) _

sen{a—P) senacosp-cosasenf een—wcos‘p _Ctosasenp 1_cosasenB
semacUS [  senacos f sena cos B

cscasecf
1 - cotatanp

O, sena it sena + cosa
23) tan(ml) = 4 _ tanc+1 _ cosa - cosa - Sen a+cosa
1= tanatan™ 1-tana 4 Sena Cosa - sena Cos a - sena
4 cosa cosa
1 sone-eos-ﬁ'+ cosasenp
sec(a—-p) - cos(a-P) _ sen(u+p) _ senacosf + cosasenp - Senacesfr senacosp -
csc{a+p) 1 cos{a-B) cosacosf + senasenf 00301696‘15‘+ seausenf
sen(a+f) senuacesf] semtcosp
. cosa senf

sena cosp _ 1+cotatanp
cosa . senf cota+ tanB
sena cosP
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25)sen(a+3)+sen(a B = senacosB:t.cos-a-eenB+senacosB =Los-asenf =

26)sen(a+B)sen(a ) = (senacosB+cosasenB)(senaoosB cosasenﬂ)-
senacosB ~cos’a sen’g = sen’a (1 — sen’p) — (1-sen’B) sen’g = sen’a —sen’p ~ sen’p +een’g =

2sen a cos f§

sen’a - sen B
Ssnucoed
27) senu cos ¢ & Sén pcosé & SeRjeost - 1 _ 1
sen (¢-pu) sengcos u-cosdseny  sen dcos I _COs¢senir  send cosp _4 Cotutan¢-1
senucos¢ sen1cos¢ cos¢ senp
45c089+san9 JSSene—cose tana—-+3
28) e 29) B 30) —sen @ 31) cos B 32) e
1+ tana 2
33) m 34) m 35) CSC ¢ 36) sen «a 37) CoS «
38) tan « 39) cot 40) ;2%@ 41) Z’/ET“E 42) -2 43) '2;‘/5
44) 6 + 2 45)-‘5—:_'/5 mM 47)’/‘7:;’/5 48) 2- 3 49) ‘52“’/5
50) ’E;’E 51) V2- & 52) -2-3 53) 2+43 54) 1”2—‘/5 55) 1+43
56) cos 41° 57) cos 22° 58) ~sen 8° §9) cos 18° 60) —sen 44° 61) sec 2:"
62) tan 55° 63) cot 20° 64) csca 65) sec 24° 66) -‘2—5 67) {3
68) ? 69) l/_?- 70) § 71) 1 72) -2 73) 1
74) V3 75) =~ J’ 76) V2 77y — 2‘F
V7 —341_5 3+4105 V743415
78 ~p)=XT=315, =
) cos(a ~ B) T tan(a - B) = 31/_ i csec{a+ ) = ;ﬁ' : cot{a+B) = -3+1/1T)- a-Bella+pel
= 164742133 - 1244231 __ 28 - 333447
79) cos(a-B) P y tan(a~B)= m sec(a+f) 7o | Cot(o+B)=——"___X°_ = 1/2—3_ ca—Pelll; atpe |
_ 2546411 =8 Vi1 _ 6461 ~25-6411 ¢
30) cos(a - ) =-243¥11 6J6_1 tan(a - S i ; sec(a + B)= -8»/1—15 . cot(a + B)= +J1_1 ra=Bellba+peil
= 104447 = 5-2411 666 _10J—,_ _
I1)oos(a -B)= JE » tlan(a ~ B) o J_ sec(a + ) = oah cot(a + B) sl a~-BelV, a+pel
_34' 44_ 44343413 - - 4134343
12) cos(a-B)= tan(a—B)= ¥ » sec(a+p) = = J— = J- s cot(a+B) = PY Y A ca-Be ll; a+B e M
3) ws(a_m_ssﬂno‘/f an(a—p)= 39678 394' 78 secla+p)s _7«/"'+21J— cot(aspy= 301046 106 : a-Bel: atpelil

427 2511246 '

4) cos(a - B) = 4‘2:415",*’@; tan(a - 8+3 5

F ' SeC(a + B) 22 44'- '
2+43 . f : o248, _2/6-342
1’1? tan(a ~ B) = 3 5 J_ sec(a + B) = Ts— , cot(a + B) m

cot(a+B)—6:;‘C. a-Bela+Bell

5) cos(a — B) = -

oa-Bell; a+Bel
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Ejercicios 3.3
. 2 tano
2tan 8 tant 2
1)tan 20 = - = =
) 1-tan’e 1  tar’® cotB-tan®
tan® tanm®

sen20 _ 2senfcosB _.ZSenfcoed _ senB
1+c0820 1.4 2c08%0 -1 Zcos’d cos®

=tan@

3) 1+sen4p =1+ 2sen 2B cos 2B =sen’ B +2sen 2 cos 2B + cos’B = (sen 2B + cos 2B)?

sen2p _ 2senp cosf - 2senfl cos?p = 24 - o1+ cos2B 5 - 1
4) G i Th 2cos“ =7 (__“'z ] 1+cos2B=1+ e
cosf

5) cos* 8 - sen* § = (cos™@ - sen®9)(cos? 0 + sen0) = (cos?0 — sen’0)(1) = cos 20

2 2
6)1ana+oota=s°n°+°°s“=“" a+cosa _ 1 - 1 _ 2
cosa sena cosasena cosasena 1. .  sen2a
2
2 2 2
sen‘y  cos’y-sen’y
- 2
1-tan®y _ cos®y _  costn  _ M(co"‘ ""“"2“) _cosyu—sen’u _ C Y.
7) = — 2 g - . = COos"u—sen“y = cos 2u
1+ tan’y 4,560k cos‘u+sen’y cpgzp(cos p+sen p) 1
cos?y cos’p
8) cos® 4a — sen” 4a = cos? 2(4a) = cos 8u 9) sen 64 = sen 2(34) = 2 sen 3 cos 34
cose_ cosB - senb
10) cot 6-1 _ senb i send . CosB-senf - cos8 -sené . cos8 + sen® =
cot B+1 0080+1 cos8 + senb cosB+send@ cosf + senB cos6 + send
senb sen@
cos’-sen’d _ _cos 28
cos’8+2senBcosB+sen?d 1+ sen 28
2 Z 1 1
11) 2csc 4p = = = =csc2usec?2
) " sen2(2u) Zsen2pcos2p sen2u (cosZp.] 8 #

12) sen 36 = sen (0 + 20) = sen 6 cos 20 + cos H sen 20 =sen @ (1 -23en29)+cose(2$en900se)=
sen @ — 2sen’9 +2cos” @ sen O = sen 0 ~ 2sen’0 + 2sen 0 (1 — sen? 0) = sen @ - 2sen’d + 2sen 0 — 2sen’d =
3sen B - 4sen’d =sen § (3- 4sen29)

13) 2sen’ 2a + cos 4a = 2sen’ 2a + cos 2(20) = 25eRP2G + 1 — 2seA2 = 1

1-cosa 1+cosa-1+cosa

a -
14 1-18“23 s = 1+cosa _ 1+cosa - 2006(1(1—"“!'&)— =*fcoso. =
1+tantl S cosz[g 44 1-cosa  1+cosa+1-cosa 2(1+e0st) 4
2 35 2 1+ cosa 1+cosa
1+ cos2 _‘_1_]
15) 2(tana - cota) = 2(tana—cota) = 2 - 2 = 286N ¢ Co8 @ = sen 2o

tan’a-cot’a (tana-cota)(tana+cota) Sena +895a¢  sen’a+cos’a
cosa sena sen acos a

cos@
ote sen@ _ cos@sen20 _ cosb (2senficos) 2
16) — = = = = 2c0s0
5 csc26 1 send sen®

sen26
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P ‘l (:M
17) co? = = 1+ cosa z= (1*°°“£)2=(1*°°°“) M _1+cosa _ cosa cosu seca + 1
2 sena sen’a 1-cos’a (1- cosu)(,;.coou')’ 1-cosa 1 _coocr 2000 ~ 1
cosa Ccosth
cosa sena  cosia - sen‘a
cota - tana _ sena_ cosa senocosa _ _ —9““”“7(““ ik “) 2 2
18) = - = cos‘a — sen‘a = cos 20
tana + cota sena.+cosa uncucos o« f(sen’ou-cos a)
cosa  sena  senacosa
1 1
2 5 3
19) 2°€%_-_cosa - _cosa = cov*a 1 , S
2-sec’a ,___1 2cos’a -1 ,coozﬁ(zcosa 1) 2cos’a - 1 cos 20
cos’a S J
= W
20) tan 29 2800 _cotd _ ocoté 2cet?§  _ 2cot

T tan®® 3.1 cot'® 1 cotb(cot’8_1) cot?0-1
cot’® " cot?e

aq) roen20 1 sen20 _ - 1( 1 ) 1

1= = +1=1+1sececsc9
sen® /cos8 2

sen28 sen28 5 sen28  2senfcosb 2
22) sen’ B + cos” B = (sen B + cos B)(sen? p —sen P cos B + cos’ B) = (sen B + cos B)(1 — sen B cos B) =
(sen B + cos B)(1 - 1sen 28)
23) (sen p + cos B)’ = (sen B + cos B)(sen B + cos B)? = (sen B + cos B)(sen B+2senpcosP + cos’ B) =
(sen B + cos B)(1 + 2sen B cos B) = (sen P + cos B)(1 + sen 2B)
24) sen 4a = sen 2(2a) = 2sen 2a cos 2¢. = 4sen & COS a.Cos 2a = 4sen a cos a (1 -2 sen’ o)

25) cos? 20~ sen a= (cos 20—~ sen 2 a)( cos 2a+sen u) (1 —2$en a—-sen‘a)(1 —~2sen’a +sena) =
(1—3sen® q)(1 - sen’ a) = cos’ @ (1 — 3sen” &) = cos” @ — 3sen acos’a=

1 3
cos? a - sen® a cos? o — 2sen’® a cos” @ = COS a--z-senZa sen 2a = COS a—;sen’Za

2
26)sen‘a = (sen’a)z= (1'°°°2°‘) =1 (1 - 2c0s 2a + cos*2q) = 11 cos2a+ 1 cos?2a=
2 4 4 2 4

.1. 1 o+ 1(%):1_1ms2a+1(1+c054a)=
4 2 4 2

colu
Nl-

cos 2a + -;-cos-ta

7y Sosa sena cosa-sena _ (cosa+sena) (cosa- sena)
cosa-sena COSa+sena (cosa-sena)(cosa+sena)

(cosa+sena+cosa-sena)(cosa+sena-cosa+sena) _ (2cosa)(2sena) _ 2(2senacosa)
cos’a-sen’a cos’a-sen‘a cos2a

= 2tan 2a

3 3 (g_gso—r—ssh'&')icosza -cosasenu + sen’a

+ 1

B e )=1—-senuoosa—1--sen2a
cosa + sena M

29) 1+sen2a +cos2a _ 14 2senacosa+2cos’a -1 _ 2senacosa+2cos’a _ 2€0sa{sena-+eost)
1+56n2a-C0820 1+ 25eNnaCOSa- (1 _2sen a) 2senacosa+ 2sen‘a  25ena(Cosod Sere)

28)

= cotax

30) cos* 2a = (cos 22) (“ws‘a] %(1+20084a+oos’4a)=l+-;-cos4a+-1-cos'4a=

=-} +%cos4a+—(1+cossu)—% o) cos 4a. + 8cosam

1.4 4 1 (1 + cossa]
2

-+ —COS 40 + —
4 2 4 2

2
31) sen* 3a = (senzsa)z= (1:':—:595) = -:-(1 — 208 6a + cos’6a) = % - -%oosGu*- %coszsa=

1 (1+cosi2a 1 1 1 1 1
c0sBa 4 — | —————|= = — —cos B+ —(1+ 12q) = = - —cos 6a + —cos 12a
4( 2 ) o L goontatg

-
N -

@lw
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32) sen® a — cos® a = (sen” a + cos” ) (sen’ a — cos” a) = sen’ a - cos® a = — (cos® a — sen? o) = ~cos 2a

3
33)cos®a = (cos’a)3 = (M)

2222 ] = 2(1 + 3008 2a + 3cos” 2a + cos’2a) =
+ 3cos 20 + %cos2 20 + %oos 20 cos’2a = % +

3 3(1+c034u) 1 (1+cosla) -
8

e cos 20 + — + —C0s 2a

8 8 2 8 2
1.3

? + —Ccos2a + — (1 + oos4a) + —-6-cos2a(1 +cosda) =

7 3 1
+ — c0s 20 + — COS 4o + — COS 2a COS
8 16 16 Tl

o cos2a] (1 +cos2a ¥

34)sen’a cos'a= ( ) = %(1 - c0s 2a )(1 + cos 2a)(1 + cos 2a) =

2 2
1(1 - COS 2a)(1 + COos Za) 14 Xeos2a — Ycos?2a - 2cos 20c08?2a = 4+ lcos2a -
8 8 8 8 8 8
% 4 1 1
—(1 +cos4a)- 76 °°8 2a (1 +cos 4a) = e ﬁcosZa - ﬁoos«z— 76 8 2a cos 4a
" 4 _{1-cos2a)’ (1+cos2a) _ 1 2 _ 1 _
35)sen"a cos' o -( - ] ( g ] & [(1+ cos2a)(1- cos2a)|” = - (1 cos za) B
! (sentza)’ = L [1=cos4a} _ 1(3 1 1 w. ¥ Veages 1
16 (sen 2a) 18( 2 ) 16(8 20054a+8°038a) 128 32 840‘)'128("08&1
T gt oo gk (v oo - 4 . 1
36) e =cos a = (cos a) = [—2—) -;(1 + 2c0s 2a + COS 2u)- 2 +;cos2a+ Ecos4a
2
37) e =sen‘a= sen"'u)2= (1—”':—22‘—25) = %(1 - 2cos 2a + c0522a)= % - %0082(14- -;-cos 4a
38)sen40°  39)cos50°  40)tan24°  41)tan 9° 42) 2sen 2?" 43) 3cos‘7'
2n n 4n 4z 35
44) tan— - 46 — — —
) tan 5 45) tan7 ) cos S 47) cos 3 48) sen(z) 49) c:os24
50) 5;‘5 51) V2 — 1 52)(2+J2‘)Jz-45 53) “"E 54) (2-J§)Jz+45 55) V2 -1
56) ‘E:‘E 57) ”5;"5 58)--“2245 59) " 60) -1 -2 61) (zdi)Jz-Ji
_ 23 _ 12413 _ 49J1_3, _23413 « _ 98414413
62) oos2a-——-4—§. sen 2a = — D csc 20 = 158 cot 2a e W A,
cosg. &= L‘Jﬁ tanE = 7+m = E = (74’41_5) 98—14J1_3 s 2a e !l
2 14 ' 2 6 2 36 ;
63)cosZa=--1-; sen2a=-—-3£; csc22a = —9-{7—-. cot 2a = ‘ﬁ . sen— =—-—-—-—w+2‘ﬁ; cos = = 8-2ﬁ;
8 8 21’ 2 4 2 4
2(4-¥7){81247
tan= = ‘“ﬁ : secZ = ( ) . 2a e lll
2 3 2
64) 0082¢1=--1—1; sen 2a. = E-(1; csc 2a = -6—1; oot2a=-—ﬁ: sen— =-———-—122'j6_“61° :
61 61 60 60 2 122

; tan

2 122 : 2 s ' 1)

cos® = V12261610, o _ 5:+V61. & _ (V61-5)122-10V61
2 6 %
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a _ 104620

3 2 4 o - 2 R =2.' _— e e———c—— -‘i =
85)cosZa--s-. sen 2a =3 csc 2a 3 cot 2a 2 sen2 70 : oos2 T
tan % 2. 5=2 sec- = (+5- 2)J10+4 5: 20el
LB _ 13, _ B, _ 343, a _V8+2413 a _ V8-2413
66)cos2a-;, sen 2a = s csc2a = 5 cot 2u 108 sen—i R cos; 4 y
2(4-13)Y8+2413
tangzﬂ; se(;s: ( ) ’ aelV
2 3 2 3
1 60 61 J1zz J61+610 a _ y122461-610
7 T o . I e * Bt COS= = ——
67) cos 2a 1’ sen 2ua e csC 2a %0 cot 2a = so sen 2 e > 122
« _ 5481 o _ (V61-5)¥122-10/61
tan : -= a e lll
2 6 2 36
1 445 945 5 a _+30 a_ 6
6 [ J S —_— 20 B ———; = —— — — _—T——— — 2
8) cos 2a gi sen 2a : csc 2a cot % Seng =g cosg = tan 5
seC— =—+6: 2aell
69) cos 2a = =~—; sen2a--—2‘f2-; 2 ——3-‘{2. cot2a=£; sens = ik 25—2,
3 4 2 12
A B-42)43
cosl s Y822, 0 B o . 2aelll
2 12 2 2 2
70)sen—=ﬁ. cos = =—-‘§, tanZ = 13@. ce = 43
4 2 4 2 9 2 3
8- i 2(s- JT)B8+247
71) seng = 8 2ﬁ s cos‘_!. = @; (an& = u; sec_ - ( )
2 4 2 4 2 3 2 9
72) sen =—§“‘2—:°‘/-5__ 43”"“ tng =5-26; sec = (5-26)/s2+10426
73) sen-';l 8450-:—5-0—-{, "50 20 % =-2-5; sec-g- --(2+JE)J10-4«/5
74) sen S =N8+23 o 8-2413 2 = —4‘5“’55 . secd = (e zl—) ol
2 4 ' 2 2 2 3
a _5«2+s104'6'1, - ﬁuz a1 Sl 5+ 461 a _ (ﬁ+s)4122~10m
75) sen= = X224 H0TONDT . L L . gecl =
2 122 2 2 6 2 36
« -ﬁ-o-' g =——6' E - - 2 2 - e
76)sen-i 5+ 083 =4 tan2 45 ; sec 6
= 2 16-—5 434’\5
77)58“2 =M; COS-(-!- =_M_; tang = Ji Js < secg = ( )
2 6 2 6 2 2 2
78)sen6-2’/_. coso=isg- 79)sen0=%;3-; cos9=-—1€2 80)tan0=3; cosO= 10
341682 + 8758 - 44/1682--87+/58 ~-3458-3 5; 458 + 368
81) a)cos (¢ +p) = yieezs ‘(_290" 58 b)tan (¢ — ) = V58358 + 488 + 368
3¢58+ 358 + 4458 -3/58
¢) son (34 + 2p) == 147 16-845—:9;:3 116+ 6458

d) ¥ sec (36) + Soos = 116-74290-15/58 - 3420041568
® 7458358 - 358+ 358
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Ejercicios 3.4

1) CS ={60°, 300°}; CS = {" L

3

5]

3) CS = {225°, 315°}; CS = {5—" 74"

5) CS = {60°, 120°, 240°, 300°}, CS-—{

7)CS = {75°}; CS = {12}

etk

o)

= 111}

2) CS = {30°, 150°};, CS =
4) CS = {30°,330°}; CS =

&

6) CS = {2a0°); CS = {_"}

8) CS = {30°, 70°}; CS = {6 18}

9) CS ={’*““;kez} 10) CS ={l‘-"-:-’2‘-,"*""‘;uz} 11)Cs ={u."*""‘;kez}
12) CS ={2’”3°"" ,——“*"*";kez} 13)CS ={"*:‘“.‘*l"‘.s“m";.eez} 14) CS ={"';"" ,——5"*°"';uez}
15)CS = { +zkx."*°"" B3 b IteZ} 16) CS ={’”L”"‘,5’”;2’“‘;aez} 17)CS = {"*‘*";kez}
18) CS ={uu.3”""‘.k z} 19) CS ={x+ 2knikez) 20)CS = {u .2’”’“".1°"*3'2‘“‘;kez}
21)CS ={ ‘z+8k1¢ Sx+6kx'k Z} 22)CS = {k: x+146h kez} 23) CS 8{kn.3'+4h:kez}
24) Cs:{xﬂ:kn'h-b;ux;‘ez} 25) CS'{’Hul;keZ} 26) CS={:+:kx,Sx+66n;kez}
27)CS = {3: +z4k: '7u+6121m ,"“;2"";kez} 28) CS ={3u+ ‘h;keZ}
29)CS = {x+24h’7:+;2kx.11x+612h keZ} 30) CS = {T kez} 31)CS = {h.u+6kx 51+6ku‘kez}
32) CS ={3u+‘k';keZ} 33)CS = {k: -+ 2kn keZ} 34)CS ={x+12h:‘5‘x+12kx’31!+4kx;kez}
2 4 8 24 24 8

35) CS ’{k_u’21+6kx'4x+ 6"“;“2} 36) CS = {Zk x 12k1:'51:+12k1r;kel}

5 15 15 3
37)CS = {2kn’2x+;2ht'101+312kn;kez} 38) CS = {2&1. 2';“".";“'3:;2}

39)CS u{"n.”:"‘ .”“:’"‘."‘ — .5’”:’"‘;xez} 40)CS = {’” "‘;kez'} 41)CS ={n.“:".kez}
42)CS ={m,’”‘";kez}, 43)CS ={mu+m;kez} 44) CS ___{n-r:kx’71t+‘8kl.3l;8kx;kez}
45)CS = {u+162k:‘51+;2kx'7u+;2kn'111+612Im kez} 46) CS={”22"',":".5’”:“;kez}
47)CS ={"":"','*:"‘;kez} 48) CS ={n+zh,2’”"‘",“*3°"";a GZ} 49) CS ={u:.2"°k';kez}

50) (} 51) CS = {kxskez) 52)CS = {:+2kx 7:+12kx,11:+612h'k€z}

53) cs={"‘“2"" gEFaaN kez} 54) cs={’“""‘ } §6) CS =[x+ 4knskeZ)

56) CS={"?“ En+12kx “Z} 57) Cs___{3u+4l:x kel} 58) CS={’"“";kez}

59) cs:{n:ku Suebhkx z} : 60 CS:{nuu’k z} 61)CS={h‘n+:kx'u+:h,21-0-33kt;kez}
62) CS = {z+;kx 2% +6kn 41:4-36!::"62} 63) CS={:+:kz n+4kx *EZ} 64) Cs={#’7ﬂ8&n;kez}
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65)CS ={"—*%.%;kez} 66) CS = {#%;cz)
67) CS = (70.53°+360°%,289.47° 4 360°k;keZ} , CS = [1.23+ 2kn,2n-1.23+ 2kn;keZ)

68) CS ={119.47°+ 360°4,340.53° + 360°, 221.81° + 360°k, 318,19° +360°% ;keZ} ;
CS ={x+0.34+ 2kn,2x-0.34+ 2k1¢,x+0.73+2?x.2u-0.73+ 2knikeZ)

69) CS= {23.55" +360°£,153.43° + 360°%, 206.57°+ 360°% 1333.43°+ 360% ; ke Z} .
CS ={0.46+2kn,x 046+ 2k, x +0.46+24n, 2% -0.46 = 2kn;keZ)

70) CS ={116.57°+ 180°,75.96°+ 180°k :ke 2} ; CS =(r—1.11+ kx,x+1.33+ kn;ke Z)
71) CS ={24.10°+ 180°,155.90°+180%;keZ} ; CS ={0.42+ kn,x-0.42+kn;keZ)
72) CS ={193.05°+ 360°4,346.95° + 360°%;keZ} ; CS ={x+0.23+ 2kx,2%~0.23+ 2kn;keZ)

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO Il

sena
tan tana tana cosasen
1) = - = = co:a - 2 =sena
2 2 seca Lesu
J1 + tan“a Vsecia oo
L | 1 1 1
2) = = = = 1 =sena
@
A ac? e
Vi+cotf o escla e
3 sen’x  cos’x-seniy 5 5
1_m2x S 2 2 cos x(cos x—-sen“x
3) 5 =_ETX_= 2608-\' = =cos’ x ~sen’ x= 1 - 2sen?x
1+ tan’x .58n°x  cos’x +sen’x cooz:t(coszx+sen2x)
cos?x cos?x
2 2 2 2senxcos x
4) = = 3 = s: = 2sen x cos x = sen 2x
Cotx+tanx COSx Senx  cos?yisen’x  sen x+cos? x
senx cosx Senxcos x
1 " 1 Senx+cosx
5) SeCX+CSCXY _ cCOSx Senx _ coscsenx _ LosxseNx(senx+cosx) _ senx+ cosx
sec x-cscx 1 1 SeNX_COSY  _cosxsefx(senx-cosx) senx- cosx

COsSx senx cos xsenx

senprtanp _ senPitanp _ senBitanpP _ tanpsenp(senB+tari )

cotB+cscp 1 i 1 senfi+tanp (SBBMHBT =senftan B
© tanp senp tanfsenp

7) sec’x cos x = ———(cosx) = s— =sec’x =1+tan’x
cos’ x cos® x
sen  cosf+senp
) 1+tanB _  cosp _  cosp ~CosB+senp cosp+senp _ cos’p+2senpcosp+senp _1+sen2p
1-tanp , senp cosp-sen cosp-senp cosp-senf cos’B-sen?p cos 2f
cosf cosp
senf cosp _ sen’B+cos?p 1 1
9)tanB + cotB = = = = secflcsc
) B B cosf ' senf cosfisenf cosfB (senﬁ) p p
10. 2tany + 1 = Zseny‘ e 2seny +cos y - Cosy+2seny
cosy cosy cosy
2 2
1) sen 2a scot2q =—S€N2a  cos2a _ sen’2a+cos2a+cos 2a _  (lscos2e) = % —
14 cos 2a 1+ cos2a sen2a sen2a(1+cos 2a) sen2a(1+cos-2e) sen2a
1+;
12 1+seco - _ cosd - cosB+1 =cosz§
2sec 2 2 2

cos®
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1
2

13) sen® a cos® a + cos® a = cos® a (sen a + cos’ o) =cos’ a =1 -sen*a= 1-

csc ' a
14) tan a tan B(cot a + cot ) = tan « tan B(tan n;ﬁ] =tan-a49n—ﬁ(M] = tana +tan B
1 1 _ 1-senx+1+senx _ 2 _ 2 3 2
) = =2sec’ x

+ - -
1+senx 1-senx (1+senx)(1-senx) 1-sen’x 1-sen’x

16) sen x cos x(1 + cot x)(1 + tan x) = senxoosx[ui:”) (1+ s°""] = w[“““"“‘)(“‘“”“"} =

nx cCOosS x _Senx -l g
(sen x + cos x)* = sen’x + 2sen x COS x + COS°x = sen’x + cos’x +2senxcosx = 1+ 2sen x cos x
M -(2+48)  18)=(1:42)  19) V21 20) - 3212 21) 2= 22) 3-2
2 2
23)- 2;’/5 24)~(V2++6)  2) ,ﬁLs 26) Ea' iE 27)———“6’/'_:"18 28)-2
29)_(9+J5§) 35) 22 34) J12+4J' 63 - 2J’§+J20 4+5+1043-2V15

32 33 J12+4J§+6J§+2ﬁ§-jzo 445-1043+2415
6 2041043452415 — {12 643 + 475 2415 8 J10:245 & Jpi2y6r245

8 4 4
o 258 g (BN PRGN Y—
2 J6+33 V3041045 —36.245

2
32)005‘(x+y)= (mi‘(x_._y))z: [1122_5_2&:_{).) =1(1 + 2cos Z(X+y)+00822(x+y))=

1 1 1 1 1+ cosd(x+y)
- + —C08 2(x + +—oos2 - -+ —Cos2xt* N+ = | ——, | =
1+ 200 2(c+y) (c+9) = 5+ Joos2cey) ¢ 3 (LrEHELN)
% %032(x+y)+—(1+oos4(x+y)) %+%cosZ(x+y)+%cos4(x+y)
2 1- cos—'
4 @ a 1 1 1 a 1 2 a
— = | sen’— —1—2cos—-+ §°=)=——-—cos =+ — —-=
Msen’ < ( 4] 4( “w z) i a2 s I3
1 1 a 1(1+cosa 1 1 o 1 1
- —=C08= + = [Tz = -~ —+-1+cos —-—-oos-+-—cosa
a 207 4[ 2 J Py ( @) T R

34)sena +cos'a =(senza)’+ (cosza)2= (1-c0520] R [1+cosza.

> 3 J=%(1—2c032a+ooszza)+

! 20a) S - 1 343 1 S
:(1+2c032a+oos Za) 3 2c052a+scos4a+8+zcos2a+8cos4a- 4+4cos4u
1 4B _ B 1-cospy_ 1 2.\ _ 1 1 1_ 2
35) = sen (senz ) (—-——)——(1-200s6+oos B)—--—cosB+-—cos B=
csc‘% 2 2 4 4 2 4
1 1 1(1+cosa)_1 1 A 1 1
;-50058";(——2—)-;—-50033+—(1*00823)-8 2cosﬂ+acoszp
36) CS={x+2h.2’“6h.4'++6k";kez} 3 Cs={'”2"".”12"“,"”‘”“";kez}
; 3 3 2 6 6
38) CS ={‘+‘";kez} 39) CS ={'+12h.5t“u‘;kez} 40) CS ={n+61m.5: 1 “';kez}
4 6 6 3 3
41)CS = {’”l’*",“*;z"‘ uz} 42) CS = (kn;keZ) 43) cs={ﬂ:ﬁ.wuez}
44)CS = {"‘:"”‘.3""""‘ kez} 45) CS = {kn:keZ) 46) CS = {kx;ke 2}
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47)CS ={zm." r4¥ Jud "‘".kez} 48) CS = {’”T“"."*;"";kez} 49)CS = { "’;:‘”;kez}

50) CS :{x+8k1r 31t+8k1¢’51+8kx‘71:+8kz k!z} 51) Cs ={n+12kx.11n+12kx;kez}
8 8 36 36

52) CS = {3’”"" keZ} 53) CS =I-2—x$;kez} 54) CS ={!$.-sn+sﬂ;kez}

55) CS ={'+:h:k62} 56) CS ={”162"";kez}

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO IV

Ejercicios 4.1

1)

a)B=69° b=26.05 c=27.90 b)B=48° a=13.51, ¢=20.18 C)B=35° a=14.74, b=20.18
d)a=58° a=7202, ¢c=8492 e)a=47°35", 5=10.95, c¢=13.55 fla=357° a=7.18, b=9.99
g)B=25° a=203, b=0.95 h)a=62°, a=6.52, ¢=7.38 i)c=2429, e =68.2°, B=218°
a=12,a=67.38° B=2262° kK)b= {13 ,a=59°, p=31° ' Ne=2V6, a=45° p=45°
2)d=3152mts 3)A=3152mts 4) p=32.11° 5) a)d = 1061 b)a=162.19° c¢)B =342.19°
6)a)d=54433 b) a=12978° 7) h=162.26 mts 8) a)h=7718mts b)h=77.18 mts

9) A= 306.9 mts 10) h=9.85 mts 11)h=1931.7 mts 12) d = 6.99 milas

13} a) d =270.08 mts b) d = 281.67mts 14) d = 21,297 4 mts 15) a. = 18.44° 16) h = 932.72°

17)a) d = 86.78 mts b) h = 163.22 mts 18) t= 7min con 38 seg 19) d=8,177.13 mts 20) d = 60.7 1pies
21)d=170.14 mts 22)c=33.64.14ples  23)d=4.fi13 milas; aproximadamente N 22.46°0
Ejercicios 4.2

1)

a)a=105° a=7566, c=~33.10 b)y=83° a=13.70, =801 C)B=70° a=19.37, b=21.47
d)y=953° a=477, =323 e) a=152°40", =576, ¢=4.53 f) a =42°45', a=10.74, =426
g) a=14.48° B = 135.52°, b = 56.05 h) no existe A i) no existe A

1B=43.16° 0 = 98.84°, 0 = 28.89, o’ = 5.16°, P' =~ 136.84°, &’ = 2.63 k) @ =45.78°, y = 31°, a=32.40
l)a=5365° B=16.35° bh=~8.39 m) no existe A n) a = 55.32° y = 59.68°, ¢ = 40.1
0) y=48°48'"11", B =55°51'35", h=~ 154 P)a=B=56°c=16.9 q) B =38.07°, a *46.93° a = 15.40
r}y=74.36° a=4164° a=207, Y =105.64° o' =1036°a'=56 s)a=446° B=804° h=67.41
t)y=60.33°, « = 8367°,a=38.89,y = 119.67°, o’ =24.33° &' = 16.12 u)y=39.01°, =94 99°, p= 554
2)1=29.19 puig 3) h = 246.57 mts 4) a) dy = 5.8 miltas, dz = 8.5 millas b) No (d = 3.05 milas)

5) it = 50.584 pies 6) h = 1.53 millas 7) a) k1= 73.66 pies, 2= 99.9 pies b) & = 68 .45 pies

8) h=13.54 km 9)a)d=4.82km b) k=129 km 10) /= 3,869.37 pies

11} k= 2,095.5 pies 12) h=3.5km 13) 1= 15.97 pies

14)No; d=291km 6 d=0.94 km; d=23km; aproximadamente S 23.18° 0

Ejercicios 4.3

1)

a)a=11.56, p~96.87°, y= 48.13° b) =153, a=30°, y=90° €)c=16.21, B = 51.69°, a=70.31°
d) b=8.94, y = 59°32'57", o = 84°6°51" 4 e)c=18.5 a=41.29°, B=5571°
fla=3147,B=51° a=51° 9) a~28.96°, B=7552° y=7552° h)ja= 43.39°, B = 50.86°, y = 85.75°

i) a=53.13°, B= 36.87°, y = 90° i) a=130.54°, B = 22.33°, y = 27.13° k) @ =43.92°, B = 53 43°, y = 82 65°
) a=7158°% f=64.33° y= 44.09° 2)d =21.49 mi 3) d = 205.89 milta; aprox. $72.99°0; aprox. N 72.99°E
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4) a) a = 345.15° b) t= 16 hrs 20 min 15 seg
6) a) d = 42.58 pies b) d = 84.85 ples ¢) a = 85.18°
8)I=618cm  9)di =26.07 pies; dz=54.50 pies
11) a) d = 8.88 km b) aprox. N13.83°E

13) aprox. N63.9°E 14) a = 30, 81°
16) a) d = 52.92 mts b) aprox. $14.11°0

17) a=41.41°

5)a)d=1,038.64 mts b)d= 127.28 pies ¢) o =87.12°
7)a) d=845.1 ms b) aprox. $14.67°0

10) a) d = 481.55 mts b) aprox. N14 41°E

12) aprox. 111.8°, 40.54° y 27 66°

15) d = 2,689.85 milias

18) d = 357.77 millas b) = 66.57°

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO IV

1)
a)p=66° c=185 b=1.69

d) a=54.80° a=75.13, c= 91.95
g) & =70.69° B=19.31°, a= 57
a=37°,b6=1754,a= 1213

b) B =18° a=11.92, c=12.53

e) B=15.02°, a = 74.98°, c = 42.45
h) @ = 65.21°, B = 24.79°, c= 14.73
k) B=44.97°, a = 77.03°, a=20.68
m) B =76.98% y=41.02°, ¢ =21.56, 7 = 14.98°, B'=103.02°, ¢' = 8.49

c) B =34°38", a=46.90, b=32.39
f) = 50.29° B =39.71° b=8.31
i)a= 1862, p=86.08° y=4592°
[) no existe A
n)y=49.27° a=29.73% a=57.59

o) a =29.93° B=9382,y=5625° p) no existe A q) o =90° B =53.13% y= 36.87°

2) h = 10.28 pies 3) b = 3.86 pulg 4) B =37.33° 5) aJi-_JE pulg 6) L1= 3.88 pulg, L2= 8.9 pulg
7)L=8.21cms 8)L=3236pies  9)p=30.96° 10) d = 713.23 pies 11) d = 51.87 pies

12) d = 300.26 pies 13) h tanque = 456.55 ples; N ventana = 141.41 pies 14) d = 13419.89 pies

15) r = 427.33 millas 16) a) d = 61.77 millas b) direcidn = S4.05°0

17) a) d = 158.11 millas b) & = 338.43° 18) 6 = 93.58° 19) a) d = 53.98 miltas b) a = 197 98°
20) dy= 5.56 km, dz2= 6.66 km 21) t4= 4'52", t;= 7'57", d=7.31 km

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO V

Ejercicios 5.1
1)
a) Df=R; a=-;-; =23—"; Dsf = no hay;
b) Df=R; a=2; P=6x;  Dsf=nohay,
c) Df=R; a=3; P =2x, Dsf:%'
d) Df=R, a=3; P=m Def=—=:
2x b4
= R: =2; =— f:_,
e) Df=R; a=2 P : Dsf= =
f) Dr=R; a=4; P=mx; Dsf=%;
T T
=R: =1: et Dsf=—;
g) Df=R; a=1; =3 Gl
h) Df=R; a=>; P=4r Dsf=2;
4 3
= =2: =2—K' =_.x_-
i) Df=R; a=2; 5 Datec;
) Df=R; a=3 P=2 Dsf=%;
k) Df=R; a=%: P=8; Dsf=4;
) Of=k; a=t; P=3%; pst=-%;

11
Ros= ['5'3]
Rgf= [-2’2]
Rgf=[-33]

ror=[-21]

2'2
Rgf= [-3,1]
Rgf=[-4,4]
Rgf=[-4,-2]

=[{51

Rgf=[-13]
Rgf=[-4.2]

o[58

Rgf=[0,2]
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2)
a) Df=R; a=§; P=x; Dsf (desfase) = no hay; Rgf= {'%%]
b) Df=R  a=3; P=6n Dsf=%; Rgf=[-3.3]
¢) Df=R; a=1; P=2r  Dsfs %; Rgf=[0,2]
d) Of=R;, a=2; P=4m;  Dsf=-2x; Rgf=[0,4]
e} Df=R; a=2; P =2n; Dsf=§; Rgf=[-5,-1]
> =2 = 2_x’. =_1. =~
i Of=R;, a=2; 3¢ Def=—> Rgs=[-3.1]
3)
&) Df=R; a=2; pP= % Dsf= % Raf=[-34]
Df=R: = DR = X, ] T
B} Df=R; a = P = 2x; Dsf 3 Rgr | 2.2]
“) Of=8 a=3; P=g  Def=-X, Rgf=[-4,2]
d) Djy=& a=2 P=6n;  Dsf=3n; Rgf=[-5.,-1]
e) Df=R; a=1; P =8x; Dsf = 4 Rgf= [E.E}
2 22
f) Df=R; a=2; P=gx Dsf=—-116; Rgf=[-13]
4)
a) y = %sen(x—g); ¥ = >cos (x—n) b) y =4sen(2x-x), y =4cos (2x+§)
c) y =3sen[-1-x—5): ¥y =3COS[1.:—:) d) =€sen'{2x--f]; ¥ =6cos (2x - n)
27 2 2 < L 2 '
Ejercicios 5.2
n;)
&) Df=R—{“2";kez}; AV; x=212%% . . P=§, Dsf (desfase) = no hay; Rg f= R
b) Of=R~{3kn ke 2}, AV, x=3n ke Z; P = 3z, Dsf = no hay; Rgr= R
¢) ofzn-{’““";kez}; AV; x=Xt0x . P=x  Def=X; Rgf= R
&) Df=R- {"”“";xez}; A.v;le":ﬂ;kez; P=2; Dsf=-2; Rgf= R
i —p_ |xedkx : = BHAkx . p=2X. - X = R
e} Df=R { > .kr—.Z}, AV; x 17 keZ; 3 Dsf 5 Rg s
x+6&n x+6&n x x
=R-1{- . RS = : : P:_; = - =
N Dr=r { T .Ae[} AV, x = kezZ > Dsf 3 Rgsf= R
q) Dj=n—{’“°"".kez}. AV; x=2i8 .. P=Z; Dsf= X, Rgf= R
24 3 24 s 4 24
h) Df=R-{-’H:kl.keZ}, AV; xt—”sh;kez; P = 2x; Dsf=2—. Rgf= R
i) opa-{“"f"‘.kez}. A.V;x=_u;2":kez; P=%; Det=-%; Rgf= R
"+ 8kn n+8kn n
j) Df=R-{ - .kez}; AV, x= skeZ ; P=mx; Dsf=§; Raf= R
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k)l Df=R-{2n-4dkx; ke Z}); AV, x=2n-4kn keZ, P=4x Dsf = 4x; Rgf= R
) Df=R-{3n+34km keZ); AV, x={3n+3kn keZ), P=3x Dsf = 3x; Rgf= R
m) Dj-k-{-“'“‘:kcz}; AV, xu 2288, 2; P=m osfsg; Rgf= R
n) Dfak-{’i‘;‘ﬁ;k.z}; AV, x= 358k, 2; P =3m Dsf=3?'-; Rgf= R
0) Df=R-{-1+2kkeZ}) AV, x={-1+2k ke ), P=2 Dsf=-2 Rgf= R
P) Df=R-{4+4kkeZ); AV, x={4+akkeZ) P=4; Dsf = 4; Rgf= R
q) Df=R- {Zﬁ-’i’i;uz}: AV, x=Xi8kx 2. P=§; Dsf=-%; Rgf= R
n o/-n-{“*‘”‘;n.z}; AV x= By ez;  pe Xy Osf=-X; Rof= R
Ejercicios 5.3
1)
a) Df=R- {‘_':’2;“2}; AV: x="’“';k.z; P= -“;—*; Dst=nohay; Rgf= ]-o.—%]U[%.oo[
b) Df=R - {3kx; k e Z); AV: x=3kx keZ; P=6x; Dsf=nohay; Rgf= ]-w,-2JU[2,+=]
¢) Df=R- {E‘aﬂztez}; AV, x=25 Moz pa2n Dsf=X;  Ros= m-3)ufdie]
d) Df:x-{"';h;tsz} AV, x=Z%qez: P=x; Dsf=-§; Rgf']—co.—:]U[-;-,+m[
Ix+4hxn Ix+ 4k 2
e) Df=R { = .kez} AV.x==Sikez; P= 2 Dsf= % Rof=]-=-2U[0.+e]
f) Df:g_{":*';gd}; AV x= "3‘“;“2; P=m Dsf=%; Rg f=]-=,-2JU[ 2,4«
2n+ 3kx 25+ 3k
a) Df=k-{ :2 :teZ}; AV:x=Z22 0 ez, P=§; Dsf=2—'4; Rg f=]-w,~4]U[-2,+=|
- 206k W N— o2, = [ L
T R e #ez; P=dm Dsf=2;  Ros=|-m2]u[Lee]
i) of-n-{‘;;nz}; AV;x-‘-%:keZ: P=%; Dsf=-2;  Rgf=]-e,-1JU[3,+ef
D Or=r-{ZMEuer} Avix=Elucz; Pu2n Df=3;  Rof=]-e-4lUfzel
K) Df=R-{2-4k ke Z); AV,x=2-4kkeZ, P=8; Dsf=4; Rg[ﬂ]-«.%]Ll{l;’-.fc[
D) Df‘l—{3'3t‘€2}: A.V;l‘{3*3k.*61}; P=6; Dsf = 3; Rg[']~o.-5]U{-1,oo[
Ejercicios 5.4
1)
@) Of= [0,2); RgS= [0,21] b) Of = [13); Rgf= -9.;%] ¢) Of= -1.-—] Rgf= ‘:":]
= .-- = ..25 = 3 § = 1.71 = ," .
a3t 53] oot 53] normenner
. - 7*' =[-2.2]: Rg e[ X 172 =[-2 =[x 5%
01 07=[14]iRor=[ -2 mos=(-22)iRer=[ -2 3x]  wor=[-Jo]irar=[3%]
s 5x 7= - - =[-20].Rqs= =
DOr=[-10]; Ros<[-2.2 ] K Df=[24]; Ros=[ 3] nor=[-3o0]iRase[-2.32]

ol 0G( 6 ([ @a(a{ - ',( 008 o ]
[0 0]

e

m) Of =[-12,-4]; Ro/=[--"'§5-—=] n) Df=[3.9]: Rgf=[-2x,0]
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P)Df=[-8,-4]: Rg/=[-4x.-21] q) of=[°'i] i Ras=[-2. =

13n =

s) Df=[ ] Rgf‘[——- --] t) Df=[0.1]; Rgf= H %]

6

Ejercicios 5.5
1)
a)Df=R; Rgf=10.2x[; AH;y=0, y=2x

) Of=R; Rgf=]n2x[; AH; y=x, y=2z

e) Df=R; Rgf= ]-1¥[; AM y=-Z, y=T8
9)Of=k; R9f=]~%".~§[ JAH yE——, y=—§
LB gl PR T e

k) Df = ; Rgf=]—255,x[; A =2 yag

m) Df = &; R9f=]—%.—x{ A =38 e g
o)Df=k; Ros= [R5 an; y= 1, y=5
Ejercicios 5.6

3 Df =]-=,0JU[ 2.+ ; AH; y=0;

b) Df = |-, 1U[3, +eo[ ; AH; y=322,

c) Df—]—oo.~1]U[ .+ao[ AH; y=m;

d) Df=]-».-§]u[§.+cp[; A y= X,

) Dr=]-maju| 2 .+¢>[ AH; y=-X,

0 Of =]-=,0JU 4,4 ; Ak; y=-12,
g) Df=]—w.%]U[1‘+w[ ; AH; y= —-g- ;

h) Df = ]-w,-2JU[2,+e[ ; AH; p=- 2"4 :
i) Df= ]-w.-§]U[o.+m[ ; AM, y= X,

i) Df =]-0,-1)U[0,+w[; AH; y= -";_";
k) Df =]-w,2]U[ 4, +a0[ ; AH; y==r;

) Df=]-=,0]U[6,+e(; AH; p= _32.’5;

9|3t frarefeg]

u) Df=[-2,-1]; Rg f=[-2x,x]

b)Df=R; Rgf= ]—85%[ AH yz_%,y;;_'
d) Df=R; Rgf= ]-%%[;A,H y=_5_2",y=§
) Df=R; Rgf= ]L;”s—"[; AH; y=-i:-. y=2
)Df=R; Rgf= ]-.3213_;1 A-H:y=—32—-. yz%

2
Rgsf=|-x g[u]g.zx]
Rgf= {%,-E[UJ-;"—"]
ey ]
e U
sG]
[
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m} Df = |-w,-12]U[ -4,+=] ; AH; y=-m; Rgs= [*% '[U]"" ?:Tu]

n) Df =]-w,3]U[8,+=[ ; AH; y=0; Rg f=[-n.0[U]0,x]
Tl E ] [z 2 ]2 3

01072 |-n o[ Zove] Ror= -5Vl o

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO V

1)

AH; y=2;

n = T x n 2 n
3)'4- b)"; 0)3' d): e)0 ng 9)‘3' h)%
PR S - % 18 V3 V3 x 18x
"3 T “w fNx m™mT -3 af Ty
2)

= R: 2. poZ, a X =18
a)Df=R; = =~ Dsf (desfase) Tt Rg f [3.3]
b) Df=R; a=2; P=4n Dsf = g; Rasf=[-22]
¢)Df=R; a=1; P=2n osf=§; Rgf= [13]
d)Df=R; a=3; P= -‘31; Dsf:-%; Rgf=[-4.2]
o)Df=R; a=4; P=g Dsf= %; Rgf=[%53]
)Df=R; a=1, P=gx Dsf=—%; Rg /= [-3,-1]
=R it Baa =X, =10 2
9)0f=R a=2; P=m Dsf= %; Raf [ 3.3]
h)Df=R; a=2; P=2y Dsf=-1%; Rgs= {ﬂi'ﬁ]
4 33
: 5 T 91
=R == =n = —; Rar= oA
i)Df=R; a 2 P=n Dsf 2 af [ 22}
3)
a) Df=R-{r+kn ke Z); AV, x=n+kn ke Z: P=mx; Raf=R
b)Df=R~ {-_—u’—u:keZ} i AV x= —’Hh‘:kez ; P=mx; Rgf= ]--oo.—a-]U[-s-,Mo[
2 2 | 2|7|2
c) Dj=R—{ '*“’;kez}; AV, x=—x+:lm:kez: P =2n; Rgrf= R
d)Df =R~ {“?“;nez}; AV: x="“;°"‘;kez; P=2x; Rgf= -m,-%]u[g.m[
e)Df=R- {';:h;kez}; AV; x='_4h;kez; P= %: Rgsf= R
f) Df=R- {%;kel}; AV, x=%§:ke2; P=mn; Rgf= ]-—no.—3]U[1 +oo
=p_ JE+12k= : oz XRIZER: - g A -
g)Df=R {—-—24 .keZ}, AV; x oy keZ ; P 5 Raf= R
h)Df=R - { 3"'23"";xez}; AV: x= 3";’"":“2; P=3%  Rg f=]—w,—§]U[§.+¢>[
)Df=R—{—x+kn ke Z) AV, x=-n+kn ke Z; P=n; Rgr=gR
HDf=R-~ {ﬂ!:ﬁ;kez}; AV; xalEtx . =12'-; Rgf=R
K)Df=R~ {':;";kez}; AV, x=“6h;kez; P= %; Rgfr=R
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) Df=R- {9”26"";u.z}; AN: B ’26"":kez ; P=6x;  Rgf=]-w,-3]U[1+e]
m)Df=R~{-kn k e Z); AV, x=-km ke Z: P=m Ros= ]_Q%]U[gﬁw[

n) Df =R —{6n + 4kn; k € Z); AV, x=6r+dkn. ke Z; P = 4x; Rgf=R
O)Df=R-{2n+2%km ke Z}; AV, x=2r+2%m ke Z: P = 4m; Rgf= ]-=,0]U[4,+m|

4+ 4kx ; . = Amedhn . = 8=, ” _”3 .§,¢°
p)Df=R—{-———3——;keZ}. AV, x= 3 keZ P 3 Rgf ] ,JU[z.r [
q)Df=R- {'+:*u;kel}; AV; x=u+:kx:ke2; P=mx; Rgf= R
3 g+8kﬂ_ y . _x+6kn_ ‘. b, - - ~w—-7- E @
) Df—R—{ g ,uz},. AV; x=Et88 oz, P=m  Rgy } .z]u[2,+[
4)
= A S o : | Bx 3x £ 3n
WOrsC2oliRes=ozm) oorel-actiRas[-FE] o o=[fa]ires<[5.%]
3.1 (7= =] =[.2 13z = Iz x
d) Dy = [- ] Ras=(-7 i 90 [ 3,o] Rgf= [ - s] i Dr=[12]; Rgf[ 3}
B n x| 2x x
9) D= &; Ros=|-2r.2] mOr=&; Ros=]|-22f )07=K; Rgs= |22
))Df=R; Rg f=}—%%r k) Df=R; Rg f= ]5" 7:[ 1) Df = R; Rgf=]-dn,-x[
. :
m) Df = ]-w,~8]JU[0,+] ; Rg £ =[ TR.—-;-[U]—&;] n) Dj‘=]-uo.0]U[6,+uo[;Rgf=[—:.—%'-[U]-%E'—%J
= -0 2 Ul 8, 4c0| : Rg = [ 5% %[, ]n 7x Wi = =].3= _ x
- 1 3 i _{ ®=2xn 2x 5n
q) Df‘]-w.-E]U[?MD[ iRas= [‘E’T[U]T"s—]
= [-0,-2 Ul -2 4o : Ra 7= [ 7% _28[,;] 2% =
"Df] 'SM & [’Rgf [ a 3[”] 3’ 6]
RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DEL CAPITULO VI
Ejercicios 6.1
1) |
a)(x-0)2+(y-0)’=§; 4+ 42 _9=0 b} (x+ 1)+ (p=1)2=9; ¥¥+)2+2x-2y-7=0
C)x+2 P+ (p—1)2=2; ¥*+)?+4x-2p+3=0 d) (x+2°+ (p-1)7 =4; P +)2 +4x-2y+1=0
2 2
e)(x-0)3+(y+1)2=5; Pryie2p-4=0 f) (x+%) +(y+%) --;; xz+y2+x+2y—4-0
2 1% 61 S 2 2 2
g) (x-1)%+ (y-i] =3 X +y —~2x~y—14 =0 h) (x=~2)+ (y=-1)*=13; xz+y —4x-2y—-8=0
D+ D)+ (p—1)2=16,22+y% + 26— 2y - 14 =0 D17+ +2°=4; ¥ +y*-2x+4y+1=0
k) (x-2)*+ (r+3)°=9; X*+)2—4x+6y+4=0 De+3°+ (=17 =9; ¥ +)* +6x-2p+1=0
2
M (x+2)+(=2)%=4; ¥+ +4x—4p+4=0 m) (;:%]i(»«%] =§; 4 + 4% -~ 12c+ 12y +9=0
n) (x=3)%+ (- 1)%= 5x2+5y ~30x-10y+14=0 0) (x=2)°+ (y=3)* =16, X" +)* —4x—By-3=0
P) (x + 3)*+ (y - 3)? -9 ) +6x-6y+9=0 D@+ '+ +2) =4 FopPrax+rapra=0

Nx-07+@F-02=16; x¥*+,* —16=0; CoorA(z.zJS)
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2)

a) C(0,3); r=2 ]

b) C(=2, 1), r= 3

e) C(0,-1);r=2

i) No existe (c. degen) ) C (~%.1] r=2

Ejercicios 6.2
1)

-F{3.0]:p:x=2
a)V(0.0).F[ 2.0).D.x =

d) V(0, -3); F(_%'_:,J Dix=-]

f) C(2, -1); r=0 (c. degenerada) g) C [—

c) C(— 5

nNjw

Air
)i

K) c(-z,-;-); -

d) C(1,0);r=1

3 h) C(=3, 2); r =0 (c. degen.)

*

N w
N

1) C(1,=3); r= 0 (c. degen.)

1

2

:I_!
4

b) V(0, O); F(O, —1); D:y =1 ¢) V2, 0); r[z.%); Diy=-

e) V(-3,2); F(-4,2); D:x=-2  f)V(-1,2); F(-1.§] Diy=

g) v(%-% y: F(%--‘{l] Dix=-1 h) v(-%.z) F(=2,2); D:x=—1 i) V(1,~1); F(—},d) Dix= o
i) v(-%,%] ) F[-%, ;] Dy=5 k) parabola degenerada i) parébola degenerada
m) parabola degenerada n) V(-1, -2); F( 1, i:—); Dy= -—-} ) o) V( %,3] : F(%,%} iDiy= %

) 13 I [
p) V(=3, -2); F[-T,_z). D:x=-— qV
2)
a) (x-0)"=-8(-0);x"+8y=0
c) (y—O)zzg(x—O); 2% -9x=0
e) (x—0*=-5(p-0);x*+5y=0
g)(x-2°=-8(y+3); *-4x+8y+28=0
)p+2°=-8(x+1); y*+4y+8x+12=0
K) (x+ 47 =12(p=1); x* +8x-12p +28=0
myp+1)P2=4(x+2); y*+2p-4x-7=0
o) (y+2)* =4(x-3); y* +4y—4x+16=0
3)
a)(p-172=—(x-2); Y’ -2y +x-1=0

c)(x=32=12(p +1); x* ~6x~ 12y -3=0

e)(x+1)°=-8(p-5);x*+2x+8y~39=0

16 3

16’ 2

;D:x=£

18 rV(-3,-1); F(-3,1); D:y=-3

(el

b) (- 0 = ~12(x~0); *+ 12x=0
d)(y-0)2=-359-(x—-0): 3% +20x=0
)r+2°=-8(x~1); ) +4y+8x-4=0
h) (x+ 32 =4(y-3); x* + 6x—4p+21=0
PO+ =120c—4); y* + 2y - 126+ 49=0
Dx+1)’==4@p-1);x"+2x+4y-3=0
np-27>=-9(x+3); Y*-4y+9x+31=0

b) (x-1)’=-%§(y-2);axz-1ex+2y+58=o

d)(

f)(y—1)z=—2(x—-:-); Y2 —2p+2¢-2=0

12 _ 25 o 2
=] == ler 2 by ~8y-25x-48=0

Ejercicios 6.3

1) |

a) C(0,0); V4(4,0), Va4, 0); F1(243,0), F2(-243,0); M4(0,2). Mx(0, -2)
b) C(0, 0); Va(0,2), Vx(0,-2); Fi1(0,43). F2(0,—43) : Mu(1,0), Mx(~1,0)

€) C(0,0); Vx(0,2), Vz(0,~2); F1(0, 1), F(0.~1); M:(+3,0), Mz(-43.0)

dj C(0, 0); Vi(5,0), Va(-5,0); Fi(4,0), Fo(~4,0); My(0, 2) (0, -3), Mx(0, 3)
e) C(0, 0); Vi(4,0), Va(~4,0); Fi(7,0), F2(~7,0); Mi(0, 3), Mx(0, -3)
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n CQ, 0), V1[%.0).Vz(-%.0) P o). Fo . o); m[o,%).m,(o,-%)

9) C(2, 3); Vi(5.3), Vaf-1, 3): F1(2+J§.3).F2(2-w/3.3); Mi(2, 5), Mz(2, 1)

Wy C(i -2); V(1. 3 %o(1 <71 Fy(1,-24421), Fa(1,-2-421), My(3,-2), Mx(=1. -2)

) C-3,-2); Vi(-3,2), Va(-3,-6); Fi(-3,-24+7), F2(-3,-2-7): My(0,-2), Mo(-6, -2)

D CEB.-2) Va5, -2), Va(1,-2); Fi(3+43,-2), F2(3- ¥3,-2): Mu(3, 1), Mx(3, -3)

K)C(1.-2): Vi(2.-2), Va4, -2); F1(-1+43,-2)  Fa(-1-43,-2)© My (2-244E), Mz(2,-2. V6)

1) C(2, -1); v,(z.-%],v;[z,.,..:.} F1[2 “"’—J rz[ “;5]; M1[%.~1),M2(%.—1]
m) C(-2, 2); Vi(-2, 6), Va(-2, -2); Fq(—2,2+2ﬁ),Fz(—2‘2—2J5): M;(0, 2), Mx(-4, 2)

n) C@3, 1), Va(3.2), Vo3, -4); Fi(3,-1+ 22). F, (3-1- 242); My(4,-1). My(2, 1)
0) C{-1, 5); esta ecuacién tiene solamente un punto que la satisface; elipse degenerada
P) No existe elipse; ningiin punto satisface dicha ecuacién; elipse degenerada

oe(38) GG RS WG (3

0ol W) () (3 ) i

8)C(@. 1) Vi(4,4).Va(4,~2); Fi(4.1+45), F2(4,1-76): Mu(6, 1), Ma(2, 1)

2)

" 2 e 2 o 2 ¢ 2
,,.(_"_‘1)_+-_’T°l_=1; 9 + 252 - 255 =0 b)-(-ﬂ-+%=1: 9* + 52~ 180=0

2 2
c) .‘f‘.‘.°L+ ”'°) =1; 162+ Ty*- 252=0 g &= -9 (-0 =1; 117x% +441)2 - 2548 = 0

1% T 82
9 K}
x-9) (J’-°) § i nee (-0 (-0 2 2_jes.
°)£W =1, 16x* + 9p% - 255 = 0 f) e, v =1;(19-437 ) x" + (+37-9)y*-162=0
16 2 2
2 2
g) —("2“;) +____(’;:) =1; 16x° + 25y — 32x + 100y - 284 =0

2
=
h) {x ‘) (25 =1; 25x%+16y°— 200x— 176y + 784 =0

i) (x—O) ¥ (y—2)
16 7

=1; Tx*+ 16)% — 64y — 48 =

EL G R () e (5] 5000

& 2y ¥ PR

k) (‘;2) +5(”91) =1; +5%—4x-10y=0 ) (x‘o) +3(y4°) =1; ¥*+3%-4=0
2 2

my &0 +Q-12:L=1; 1622 + 25)% - 32x — 100y — 284 = 0

2 2 2 2
n) —"(X;Z) . ('v;:—) =1; 25x* + 9* — 100x - 54y -219=0 o) ——(x?) i __(,_gz) =1;9¢" + 4 + 54x + 16y + 61 =0

2 2
P) gf";sz)_*(i-:_)=1.9x’+25y’-36x—150y +36=0
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3)
2 2 : f

a) (":;) +(”-92) =1; X*+2° +2x~-8~9=0 b) (,.73) +(y;:) =1, 16x° +y* - 06x 28y +60=0
2 2

o 229 +(2y1—53) =1; 64x* + 100y” - 46x ~ 300y — 159 =0

Ejercicios 6.4

1)
a) C(0,0); Vi(4,0), Va(~4,0); F1(245,0), Fa(-246,0); Wi(0, 2), W2(0, -2); y=:t-%x

b) C(0,0); Vi(1,0), Va(=1,0); F1(V5,0), F2(-+5,0): Wi(0,2), Wa(0, -2); y = #2x
c) C(0.0): Vi(¥3.0), V2(-245,0)); F1(+7.0), Fa(-+7,0); Wi(0, 2), Wa(0, -2); y = ,i[_x
d) C(0,0); Vi(5,0). Va(~5,0); F1(+33,0), F2(-+34,0); Wi(0, 3), Wa(0, -3); ya.ii-x

e) C(0,0); V1(0,3), V2(0, =3); Fi(0,5), F2(0,-5); W44, 0), W2(-4,0); y= i%x

f) C,0); Vi G.o].vz(—%.o) Fi [—’/32 oJ Fz[—g o] W, [0.-;—).W2[0.—%]; o 18

15 15 5
9) C2.3) Va(6,3), Va1, 3); Fi(24-43.3), Fa(2-V75.3): Wa(2, 5). Wa(2, 1); y-3=22(x-2)
h) C(1,-2); Vi1, 3), Va(1, =7); F1(1.-2+J2'—9).Fz(1,—2-~ﬁ§)'; Wi(3, =2), Wal~1, =2): y+2-i§(x-1)
) C(=3,-2); V4(=3,2), Va(=3, =6); F1(=3, 3), Fao(~3,~7); Wi(0, =2), Wa(-6, ~2); y+2=t§(x+3)
) C@.-2); Vi3, -1), Va3, -3); F1(3,-2+46), F23,-2-46): Wa(5,-2), Wa(1,-2); _v+2=:t-%(x—3)
K) C(-1,-2); Va(2,-2), Va(~4,-2); F1 (-14415,-2) , Fa(-1-¥15,-2) ; Wi (-1,-2++B), Wa(-1,-2-+6);

2us ¥
y+2=13 (x+1)
) C2,-2); Vq(%,—2).Vz(%.—2}; F,(#.-z],rz["“‘lg ) w,(z --] w,[z 'EJ p+2=42(x+ 1)

m) C(-2,~2); Vi (-zd’z',-z),v;(-z-ﬁ,-z); Fy(-24410,-2), F2(-2-440,-2); W, (-2.-2+2J5).
W:(-2,-2-242); y+2=42(x +2)

n) C(3,2); v,(‘?:-.z) Vz( ) F[’*z‘/_ ] h[’ -210 J; Wi(3, 4), W2 (3, 0); y—2=43(x~9)

0) C(-2,1); Va(0, 1), Va(=4, 1); Fa(-2+413,1), Fo(-2-413,1); Wy(-2,4), Wa(-2,-2); y-1-:3(x+z)

p) C(-1, 2); w(-mg) (1,-) ( ‘*I] z[—t—-i"——) Wi(0, 2), W2 (=2, 2); y-2= i—(x+1)

a) C(=2, 4y Va(1,4), Va(=5,4); Fi(-2+342,4), F2(-2-3V2,4); Wi(-2,7), Wa(-2,1); p-4=1(x+2)

r) C(=1,-3); V4 (-%,- 3) . Va2 [-%,—3] . Fy [401’042—9.- 3) A Fz[_1o1_om,-3} W, (-1.-%) : wz(--t~--%)i

y+2=t§(x+1)

8) C(2,-3); Vi(2,-2), Va(2, ~4); Fi(2-3+410), F2(2,-3-410); Wi(5,-3), Wa(~1, -3); y+3=t§(x—2)
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2) .
2 2 2 2
a) —-—_("'9") -—("7") =1; 7¥-9?-63=0 b) ("‘°) ~(“5°) =1, 57 -4x*-20=0
(=0 G0 . ouea 2 oo = U ) e
¢) — s =1 16 -)"-84=0 s vag =1 400y" - 226x" - 1206 = 0
2 2 2 2
e) (’;°) —21(:;” =1; 16* =214 ~64 =0 n 9(‘:) _(’;:) “1; 9 —y?-56=0
( 2 2 > 2 2
g) x-sO) '(y;O)'-=1; 72" -9y°-63=0 h) (x;o) ‘Q;O) =1; ¥-3%-3=0

1; 16y% -~ 9x* — 128y + 36x + 76 = 0

0 Co R )
9 16

2 2 . ’ 2 2
j)-(-%‘)__ﬁ’:—z)=1; 9 - 16x7+ 18y + 64x-199=0" k) (’—“1)--("+T2)=1; 92 - 4x* — 18y — 16x— 43 = 0

3)

P _2\? _o\2 2
a) LU D 524 10y t6e-31=0 R R . ST PP T

RESPUESTA DE LOS EJERCICIOS DE REPASO DEL CAPITULO VI

1)

a) V(-2,1); F(~2.%]: D:y= % © b)C(-1,2);r=3

©) C(.-3); Vi(1,0). Vo(1,-6); F1(1-3+6), Fa(1,-3-46); Mi(3,~3), My(-1,-3)

d) C(1,=3) Vi3,-3), Va-1.-3); Fi(1+413,-3), Fa(1-413,-3); W(1,0), Wa(1, -6); » #3=:t-:-(x~1)

e) C(3,1):r=2 f) V(2 -3); r(-:-.-s];p: y=3
g) C(2,1); Vi(2,2),V2(2,0); Fy [Z.Eigﬁ]. Fz[2.3~:‘/iJ; M1(-§-,1) : M,GJ)

h) C(=3, 2): Va(—g,i’],v:(-%d); r,[“*Tm,z],r{"‘z‘/ﬁ .2]; W13, 3), Wal-3, 1) y-2222(x+3)

i) circunferencia degenerada DVE 1), F(3,-3);D:y=1 k) elipse degenerada

) C(-1,-2); Vq [—1,4*32‘5} Vs [-1. “'32"5] . Fy (-mi‘sﬂJ F {-1, ""3‘,2—') | Wi(0, ~1), W(-2, -1);
y+ 2-:2—13/-3—(x+ 1)

2) |

a) (x=2'+(y+3/°=34; ¥ +)%_ax+6y-21=0
2 2
b) (";1)+(’—‘54L=1; 5x" +9p% - 10x~ 72y + 104 = 0 ¢) -3 =—4(x-2); )’ -6y +4x+1=0

9
kS 2 2 a2
d) §i43—)-§’;—2)=1; 0x® - 4p” = 54x — 16y + 29 = 0 e)@ﬂi;_):u 9% + 4y% + 18x - 24y + 9= 0

f)(x+2)z+(y-3)2=%§; 132 + 13)% + 52x — 78y + 163 =0 g) (-3 =-8(x-2); )’ -6y +8x=7=0
!2 2
h) (y:3 '(x-:)-ﬂ; 3y’ —x"+ 18y +4x+20=0 i) (y+2)2=-%(x—3): 2 +8y+x+5=0
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